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Actividad Importante

Tareas, consignas, Tener en cuenta,
situaciones destacar,
problematicas. recordatorio,
atencién.

Observacion

Datos que Ejercicios de
0 explican o o muestra.
aclaran un tema.
\ [\

Reflexién Bibliografia
Interrogantes, Lecturas,
planteos. i

material
bibliografico.
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Desde el indice podran acceder a través de los enlaces a cada uno de los temas que
se detallan en el mismo.
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A los estudiantes

Los conceptos que aqui se introducen, en su gran mayoria, ya
los has estudiado en la escuela de nivel Medio, son herramientas que
deben ser manejadas con soltura por todas aquellas personas que se
acerquen a estudiar alguna de las carreras de esta Facultad.

En las actividades de ingreso se abordaran situaciones
problematicas relacionadas con contenidos desarrollados en este
material.

Se buscara que la clase de Matematica sea un espacio en el
cual puedas desplegar tareas que forman parte de la actividad
matematica: formular conjeturas, ensayar formas de validarlas, producir
argumentos, arriesgar respuestas para las cuestiones que se planteen,
producir formas de representacion que contribuyan a arribar a las
resoluciones que se buscan, reformular y reorganizar los viejos
conocimientos a la luz de los nuevos que se produzcan.

Les deseamos el mayor de los éxitos en la carrera que estan
iniciando.

o
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Parte I: Lenguajes matematicos - conjuntos
numeéricos

En este médulo recordamos distintos lenguajes que se utilizan
en diferentes situaciones matematicas. Luego te encontraras con los ya
conocidos conjuntos numéricos y sus propiedades. También repasamos
algunos sistemas de medicion, sus relaciones y la notacion cientifica con
la que seguramente has trabajado en asignaturas como Fisica, Quimicay
Biologia.

1. Lenguajes matematicos

En Matematica se emplean distintos lenguajes tales como:
Coloquial, es el que se utiliza para expresar una idea en
forma oral o escrita.

Simbdlico, es el que permite expresar con simbolos, en
forma precisa las ideas dadas en lenguaje coloquial. Tiene
la ventaja de ser sintético y claro para las demostraciones y
razonamientos.

Grafico, es el que ayuda a aclarar e interpretar algunos
conceptos y situaciones.

Con el fin de ejemplificar los lenguajes utilizados en
Matematica recordemos que, cualquier coleccion de objetos o
individuos se denomina conjunto. Un conjunto estd formado por

I
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objetos, que se llaman elementos.

En el contexto de la Matematica, el término conjunto no tiene
una definicion, sino que es un concepto primitivo, se llama asi por ser
el origen de todos los demas conceptos que se generan a partir de él.
En esta parte, nuestro objetivo es estudiar aquellos conjuntos que
estan relacionados con el campo de la Matematica, en particular los
conjuntos numéricos. Algunos conjuntos, dados en lenguaje coloquial
son:

El conjunto de los nimeros enteros.

El conjunto de los nimeros naturales mayores que 6 y
menores que 10.

El conjunto de los niumeros enteros positivos y multiplos
de 3.

Cuando usamos el lenguaje simbdlico, utilizamos letras mayusculas para
designar los conjuntos y letras minusculas para designar los elementos.

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales

Para simbolizar cuando un objeto
es elemento de un conjunto, se
escribe
acA
Y selee
"a pertenecea A"0"a esun
elemento de A".
Para simbolizar cuando un objeto
no es elemento de un conjunto Se
escribe
agl
Y se lee
"a no pertenece a A"0 "a no es
un elemento de A".
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Los simbolosN, Z, Q, y R servirdn para denotar los siguientes
conjuntos:
N:el conjunto de los numeros naturales
Z: el conjunto de los nimeros enteros
Q: el conjunto de los niumeros racionales
R: el conjunto de los nimeros reales

Definir un conjunto es describir de manera precisa, sin
ambigiliedades, cudles son sus elementos. Existen distintas maneras de
definir un conjunto. La forma mas simple es por extensién o
enumeracion, es decir, listando todos los elementos del conjunto
separandolos por comas y encerrando todo entre llaves. Otra forma de
describir un conjunto es por comprension, es decir enunciando una
propiedad que cumplen sélo los elementos que lo forman.

Ejemplo: Definimos los siguientes conjuntos por extension y por

o comprension.
[\

A = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sabado, domingo}

A = {x/x es un dia de la semana} 0

B = {1,3,5,7,9}

Un conjunto sin elementos se
denomina conjunto vacio, se lo
denota con el simbolo {} 0 @

B ={x/x € N,xesimpary 1l < x < 9}
C={12345,..,n,..}
C={x/x€eN}

Comentarios

El orden en el cual se enumeran los elementos del conjunto es
irrelevante, y los elementos que estan repetidos se nombran una sola
vez.

En algunos casos no se listan todos los elementos, pero se
nombran algunos y se usan los puntos suspensivos (..) para sugerir los
elementos faltantes. Sin embargo, esta forma de nombrarlos es a veces
ambigua, ya que no puede saberse con anticipacion los elementos que
son omitidos. Por ejemplo, dado el siguiente conjunto

B ={3,5,7,..}, B podria ser el conjunto de los numeros impares,
o podria ser el conjunto de los nimeros primos mayores que 2.

H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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ol’ Ejemplo: En cada uno de los siguientes incisos se escribe en
W lenguaje simbdlico los conjuntos dados en lenguaje coloquial.
a) El conjunto formado por todos los numeros naturales
impares, mayores o iguales que 3.
En lenguaje simbdlicoes: B = {x/x =2n+1 An € N}

El conjunto B tiene infinitos elementos, entonces no se puede
definir por extension.

b) El conjunto formado por los nudmeros naturales,
comprendidos entre 2 y 2° incluyendo el 2 y 2°y que son
potencias de 2.

En lenguaje simbdlico es:
C=1{x/xeN, x=2", n=12,.,6}

El conjunto C es finito, entonces también lo podemos definir por
extension, esto es

Cc ={2, 4, 8, 16, 32, 64}

c¢) El conjunto formado por los nimeros naturales que sean
pares e impares a la vez. Este conjunto no tiene elementos y se
simboliza

A={xeN/x=2ny x=2n+1,neN}={}

d) El conjunto de los numeros reales menores que cero y
mayores que Ccero.
Ensimbolos: B={xeR/x>0 yx<0}={}

En los ejemplos dados anteriormente se ha usado el lenguaje coloquial y
el lenguaje simbdlico. Ahora haremos referencia al uso del lenguaje
grafico de conjuntos. Este lenguaje es de suma importancia en la
Matematica ya que la grafica de una situacion ayuda a la comprension
del problema.

Los conjuntos se representan graficamente usando diagramas de Venn.
En este tipo de diagramas un conjunto se representa con una curva
cerrada, y sus elementos con puntos en el interior. Por ejemplo, al

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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conjunto A= {1, 2, 3} lo podemos representar con diagramas de Venn
asi:

A

Cuando trabajamos con conjuntos,
es necesario el uso de frases tales
como:‘para todo x del conjunto S..”
o bien ‘existe un elemento x de S, tal

que...”.

Estas expresiones se pueden
Fig. 1. Conjunto representado como

k escribir en simbolos de la siguiente
diagrama de Venn.

manera:
VXxeS:

IxeS:
o Ejemplo: Los simbolos V', 3 se denominan

cuantificadores.

a) Si decimos

“Todos los numeros naturales son positivos”

Es claro que hemos enunciado una proposicién general y

relativa a todos los nimeros naturales. Otra expresion de esta

proposicion es:

“Cualquier numero natural es positivo”

En lenguaje simbdlico ambas expresiones coloquiales se
expresan:

V X eN, X es positivo

b) Si decimos
"Existe un nimero entero que es impar”

Este enunciado, también puede expresarse como:
"Hay al menos un niumero entero que es impar”

Que en simbolos ambas expresiones se simbolizan como:

Ix € Z, x esimpar.

. H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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Un problema de interés es la negacion de los cuantificadores.
Por ejemplo, dada la siguiente expresion coloquial:

"Todo numero entero es impar”
gue en simbolos se escribe vx e 7, x es impar
En lenguaje coloquial su negacion se expresa como:
“No todos los numeros enteros son impares”
También podemos decir:
“Existen enteros que no son impares”
Ambas expresiones se traducen en simbolos asi:

3Ix € Z,x no es impar

o Ejemplo: Analicemos los distintos cambios de lenguaje en
I\ las siguientes situaciones.

Lenguaje simbadlico Lenguaje coloquial

5x+1 quintuple de un nimero mas uno

5x+17) quintuple de la suma de un ndmero y
uno

4 (3x+1) cuadruple de la suma entre el triple de
un ndmero y uno

Tabla 1.
Lenguaje coloquial Lenguaje simbélico
El cuadrado de la sumaentreay b (a +b)?
El duplo del cuadrado de un nimero 2 +5
aumentado en 5.
La suma de dos numeros pares 2n + (2n+2)
consecutivos
Tabla 2.

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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¢Cémo se puede decidir si un enunciado matematico es verdadero o
falso?
¢Coémo es posible explicar la decisiéon tomada?

En algunos casos la tarea es sencilla, por ejemplo, dado el
enunciado:

6 es un numero par

Para decidir cual es su valor de verdad basta con recordar
propiedades de los nimeros naturales pares como:

e Los numeros naturales pares al dividirlos por 2 dan resto
cero.
e Un numero natural par es un multiplo de 2.

Por lo tanto, como al dividir 6 por 2 se obtiene cociente 3 y resto
cero y ademas 6 es multiplo de 2 ya que 6 = 2.3, es posible concluir que
el enunciado es verdadero y las propiedades utilizadas justifican la
decision tomada.

Podemos proceder de manera similar para determinar el valor
de verdad de:
3 es un numero par

En este caso, como el resto que se obtiene al dividir 3 por2 es 1,
se concluye que el enunciado es falso.

Sin embargo, en Matematica se trabaja también con enunciados
como:
)3 xeR: x*+1=0
2) 3 xeR:2x* +x=1
3) vVxeR, x2=0
4) VxeR, x+2<5

¢Coémo trabajar en estos casos?

1) Para determinar si la proposicién es verdadera debemos
encontrar algun numero real que verifique la igualdad
x?+1=0 o equivalentemente x2 =—1, como no hay

. H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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ningun numero real que elevado al cuadrado dé por
resultado un nimero negativo no existen valores reales que
verifiquen la ecuacion dada. Se puede concluir, entonces, que
el valor de verdad del enunciado es falso.

2) Nuevamente, para determinar el valor de verdad, se debe
determinar si existe algun nimero real que verifique la
igualdad 2x? + x =1 o equivalentemente 2x?> + x—-1=0

. Si se resuelve la ecuacion 2x? + x —1= 0 se obtienen

dos soluciones x:% y x=-1. ;Cudl es entonces el

valor de verdad del enunciado?

3) Para decidir si la desigualdad x? >0 se cumple para
todo numero real, se puede analizar los posibles signos
de X en el producto X.X; si X es positivo, el producto
resultara positivo y si X es negativo, el producto también
resultara positivo, ademas, si x=0 resulta también que x?
= 0, luego cualquiera sea X se verifica la desigualdad y
por lo tanto el valor de verdad del enunciado es
verdadero.

4) Para verificar si la desigualdad x +2 <5se cumple para
todo numero real, debemos resolver la inecuacion
X+2 <5, despejando resulta x < 3. ;Qué significa este
resultado? ;Cual es el valor de verdad del enunciado? En
este caso es posible determinar el valor de verdad sin
necesidad de resolver la inecuacién x+ 2 <5, notemos
que si se reemplaza x por 4 la desigualdad no se verifica
y por lo tanto el enunciado que estamos analizando
resulta falso, el nimero 4 recibe el nombre de
contraejemplo, es decir un ejemplo que muestra que el
enunciado no es verdadero

La tarea de determinacion y justificacion del valor de verdad de los

enunciados matematicos es muy importante y requiere tanto de la
lectura cuidadosa del enunciado como del manejo de propiedades.

€\Volver I
13)—

H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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2. Conjuntos numeéricos

Todos sabemos que los Niumeros Naturales (N) adquieren
distintos significados en funcion de los contextos en que son
presentados; por ejemplo, se utilizan para contar, cuando contamos los
alumnos que hoy asistieron a clase, o para establecer un orden, cuando
decimos que Japodn es la cuarta potencia mundial. También en el mundo
actual estan presentes a través de la “tecla” o “botéon” cuando se los usa
como indicadores de acciones. Como este conjunto esta en las acciones
cotidianas y ademas es importante para la labor matematica haremos un

repaso de sus propiedades.

Algunas propiedades del conjunto de nimeros naturales:

e Tiene primer elemento, el cual es el 1. No tiene ultimo
elemento.

e Todo numero natural tiene un sucesor. Un nimero natural
y su sucesor se llaman consecutivos.

e Es un conjunto infinito.

e Todo nimero excepto el primero (uno) tiene antecesor.

e Entre dos numeros naturales consecutivos no hay ningun
nimero natural. A cada conjunto que tiene esta
propiedad se lo llama conjunto discreto.

Su representacion en la recta es

1 2 3 4

Fig. 2. Representacion en la recta del conjunto de nimeros
naturales

Los numeros naturales no alcanzan para resolver todas las
situaciones que hacen referencia a cantidades. Asi, por ejemplo, si hay
que indicar con un numero que Aristételes nacié 384 anos antes de
Cristo, se escribe -384 o si queremos hallar el nimero que sumado a 6
sea igual a 4, la respuesta es -2. Ambas situaciones dan resultados que
no pertenecen al conjunto de los nimeros naturales. Definimos asi un
nuevo conjunto formado por los nimeros naturales, sus opuestos, y el
cero. Este conjunto es el de los Nimeros Enteros (Z), y su representacion
en larecta es:

HI: Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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2 -1 0 1 2

Fig. 3. Representacion en la recta del conjunto de nimeros
enteros

Detallamos a continuacioén algunas propiedades del conjunto de
los nimeros enteros:

Todos los numeros enteros tienen un unico antecesor y un
Unico sucesor.

e Es un conjunto infinito que no tiene ni primer ni ultimo

elemento.

e Esun conjunto discreto.

e Se puede observar que, si se suman, restan y multiplican dos
numeros enteros se obtiene un numero entero, lo cual se
expresa diciendo que el conjunto de los niUmeros enteros es
cerrado para la suma, la resta y el producto. Los nimeros
naturales ;seran cerrados con respecto a estas
operaciones?

Dos relaciones importantes en este conjunto son:

e Una relacion de orden, que indicaremos con <, de la siguiente
manera:
a<bsiysolosi a-besunnumero negativo
e Una relaciéon de divisibilidad con la cual construimos un
nuevo objeto de estudio matematico denominado: Teoria de
Numeros Enteros o Aritmética. Su punto de partida es la
siguiente definicion:
Siay b son dos numeros enteros, diremos que “a divide a b” si
y s6lo si existe un nimero enteroctalque b=a-c
En tal caso, utilizaremos la notacion al b.

A menudo nos referiremos a la situacion anterior empleando las
expresiones alternativas “a es divisor o factor de b” o “b es un multiplo de
a". Observemos ademas que en la relacion anterior los roles de a y ¢ son
idénticos, por lo que también se dice que ¢ es un divisor de b . Por
ejemplo, 15 es un divisor de 135 pues 135=15-9; por otro lado se
puede decir que 135 es un multiplo de 15 y es un mdltiplo de 9.

HI: Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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Usando estos conceptos intenta responder:

a) ¢El producto de dos muiltiplos de 5 es un multiplo de 5?

b) ¢Por qué 44 + 55 + 77 es multiplo de 11?

c) ¢El resultado de sumar dos multiplos de 5 es siempre un
multiplo de 10? ;Qué condiciones deben cumplir dos multiplos de 5
para que su suma sea multiplo de 10?

Si bien ampliamos el conjunto original de los nimeros naturales,
N, al conjunto de los nimeros enteros, Z, éstos no son suficientes para
dar respuesta a situaciones como la siguiente:

Hallar el nimero que multiplicado por 5 dé como resultado 2

¢Estas de acuerdo que la respuesta no es un nimero entero?

Para obtener el resultado debemos hallar un numero “n " tal que
5n =2, entonces la solucion es n = 2/5, asi el valor de n es una fraccién
la cual no pertenece al conjunto de los nimeros enteros (Z).

Este tipo de numeros también aparecen cuando medimos
longitudes, capacidades, volumenes, areas, tiempos, etc., utilizando una
unidad de medida. Cuando medimos establecemos cuantas veces cabe la
unidad en aquello que queremos medir. Pero sea cual fuera esa unidad,
no siempre ésta cabe una cantidad entera de veces, y debemos
fraccionarla.

Las fracciones se representan como cocientes entre dos
nuameros enteros, llamados numerador y denominador respectivamente,
siendo el denominador distinto de 0 (para que el cociente este definido).

H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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Las fracciones irreducibles son aquellas cuyos elementos no
tienen divisores en comun, es decir, el numerador y denominador no

son ambos divisibles por un mismo nimero entero, excepto 1y -1. Por Recuerda: todas las fracciones

1 10 equivalentes representan el

ejemplo =, = el numerador no es multiplo del denominador o . .
39 mismo ndmero.

viceversa. Las fracciones irreducibles tienen la propiedad que toda
fraccion equivalente a ella se obtiene multiplicando o dividiendo el

numerador y el denominador por un mismo entero no nulo.

o Ejemplo: Por ejemplo _Tlo es una fraccién irreducible y algunas

de sus fracciones equivalentes son: 10 _ (=20) _ 30
(-9) 18 27

Resumiendo: el conjunto de los Numeros Racionales (Q) esta formado

por expresiones de la forma % ,con abeZ,b=0. Ademas,

observa que todo numero entero es un numero racional, o sea

sim eZ entonces m:? y?eQ.

La representacion de estos nimeros en la recta real es:

1234_1
4 4 4

1
4

Fig. 4. Representacion en la recta del conjunto de nimeros
racionales

H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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Repasemos ahora algunas caracteristicas del conjunto de los
numeros racionales:

¢ No tiene ni primer ni ultimo elemento.
e El conjunto de los racionales es infinito.

¢ No se puede hablar del sucesor de un nimero racional porque
entre dos nimeros racionales siempre hay otro nimero racional.
De esta propiedad se deduce que: “Entre dos numeros racionales
siempre hay infinitos nimeros racionales”.

e El conjunto de los numeros racionales conserva la propiedad
de ser cerrado para las operaciones de suma, resta, multiplicacion
y division. La Unica operacién no permitida es la divisién por cero.

Relacion entre expresiones fraccionarias y decimales

Recordemos ahora la relaciéon que existe entre las expresiones
fraccionarias y las expresiones decimales. Sabemos que siempre es
posible expresar a los numeros racionales en notacién decimal;
distinguimos dos casos:

e Las fracciones equivalentes a una fraccién con denominador
1, 10, 100 u otra potencia de 10 tienen una expresion
decimal finita, y se denominan fracciones decimales o
numeros decimales exactos.

Por ejemplo:
1 =0,5
2
728 o
25 100

e Las fracciones que no son equivalentes a una expresion cuyo
denominador es potencia de 10 tienen una expresion
decimal infinita periddica. Esto significa que en la parte
decimal existe una secuencia de uno 0 mas nimeros que se
repite indefinidamente. A dicha secuencia se la denomina
periodo. Estos numeros se llaman numeros decimales
periodicos.

H Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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Por ejemplo: % =0,33333---=0,3 Y su periodo es 3.

Otros ejemplos:

8_ 01313---=013; 3549 _ 358484 = 3,5804.
99 990

Esto nos lleva a la siguiente conclusion:

Todo nimero racional se puede expresar como un numero decimal
exacto o como un niumero decimal periédico.

Ademas, sabemos que dada una fraccién%, si realizamos la divisiéon de

a por b obtenemos la expresién decimal de dicho nimero racional.

Ahora bien, dada la expresién decimal,
¢Podremos encontrar siempre una fraccion que la represente?

En estas circunstancias debemos analizar dos casos.

e Si el numero es decimal exacto es facil encontrar su
expresion fraccionaria equivalente.

Ejemplos: 0,5 = 5. 1
10 2
154 154 _T77
100 50
13=13
10

e Si el numero es decimal periédico procedemos de la
siguiente manera:
Sea el numero x = 0,315315315...para encontrar su
expresion fraccionaria multiplicamos a x por una
potencia de 10 de manera que un periodo sea
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entero, es decir, quede delante de la coma. Para el
ejemplo dado 1000 . x = 315,315315315...
Restando miembro a miembro las siguientes igualdades:

1000.x = 315,315315315...

x = 0,315315315..
999.x = 315

Despejando el valor de x resulta x = % . Esta es la fraccion

que representa la expresion decimal dada. Notar que cuando
tenemos la expresion decimal X =0,3333:--=0,3, la podemos

transformar en x = g = % ambas expresiones representan al

mismo valor. Para hacer célculos con expresiones periddicas
se utiliza una aproximacion, es decir se consideran sélo algunos
decimales del valor exacto, por ejemplo x =0,3333---=0,3.
Analicemos ahora la siguiente situacion, se desea determinar la

longitud de la diagonal de un cuadrado de lado igual a uno

Aplicando el Teorema de Pitagoras, la diagonal de un cuadrado
de lado 1es un niumero X tal que
x? =12 +12 =2, de donde x =++/2

Como buscamos una longitud nos quedamos con x = ++/2 .
Por otro lado, sabemos qué 2 =1,41421356237310...

No es dificil probar que este nimero no puede ser representado como el
cociente de dos niumeros enteros, por lo tanto, no es un nimero racional.

Podemos asi construir un nuevo conjunto numérico a partir de
expresiones decimales infinitos no periddicas, llamado Numeros

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
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Irracionales (I). Ejemplos de numeros irracionales son+/2, el nimero
neperiano e = 2,718281828459 ... y el nUmero pi © = 3,141592653589 ....

El conjunto formado por los nimeros racionales y los nimeros
irracionales es el conjunto de los Nimeros Reales (R).

En el siguiente Diagrama de Venn se muestran las relaciones
entre los distintos conjuntos de numeros.

Fig. 5. Relacién entre los conjuntos
numéricos

A partir de este esquema podemos introducir algunos
conceptos tales como:

El conjunto que contiene todos aquellos elementos posibles dentro de
la tematica que se esta tratando se llama Conjunto Universal. En
general es denotado por U . En los conjuntos de numeros
considerados, el conjunto universal es el conjunto de los numeros
reales, 0 sea U = R.

O.

B, esta relacién se denomina Inclusién. Lo denotamos con A c  El simbolo < significa “si

Dados A y B dos conjuntos de U, se dice que el conjunto A es un
subconjunto B si y sélo si todo elemento de A es también elemento de

B.Expresado en simbolos resulta: y solo si”
El simbolo = se lee como
ACB&VxeEA=>x€EB “entonces” o “implica
que”.

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales




II Mddulo de Matematica/ Geologia y Quimica

En el esquema anterior podemos establecer las siguientes
relaciones entre conjuntos, NcZ,Z<Q,QcRY IcR.

Dados A y B dos conjuntos de U, /a unién de A con B, es el conjunto cuyos
elementos pertenecen a A o pertenecen a B, y la denotamos como AU B,

El simbolo A significa “y”
(conjuncion).
El simbolo Vv significa “0”

en simbolos escribimos: . .,
(disyuncioén).

AUB={xeU/xeAv xeB}

Con esta operacion entre conjuntos podemos definir a los nimeros

reales comoR=Qu I .

|
Dados A un conjunto de U, el complemento del conjunto A, es el
conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a Uy que
no pertenecen a A . Lo denotamos por A°. La definicién en simbolos
es:

A° ={xeU/ xg A}

En el caso de los conjuntos numéricos, hemos considerado U = R, luego
se verificaque 1°=QyQ°=1.

Dados A y B dos conjuntos de U, la interseccion de A y B, es el
conjunto formado por todos los elementos que pertenecen al conjunto
A y al conjunto B simultaneamente. A esta operacion la denotamos
como ANB. En simbolos resulta:

ANnB={xeU/xeA A xeB}

ObservamosqueZ UN=Z,Z ~N=NyQ ~ |=d.
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Propiedades de las Operaciones entre los nimeros reales ﬂ

A continuacion, recordemos algunas propiedades de las operaciones 0

entre niUmeros reales (suma, resta, multiplicacion, division, potenciay  Recordemos que Va, puede

radicacion). leerse “para cualquier a"o
e Propiedad Conmutativa “paratodo a”.

Delasuma: a+b=b+a, V a,b eR.
Del producto: ab=b.a, V a,beR.

e Propiedad Asociativa
Delasuma: (a+b)+c=a+(b+c), V a,b,c eR.
Del producto: (a.b).c =a.(bc), V a,b,c eR.

e Existencia de Inverso
Delasuma: V xeR, 3(—x)e R/ x+(-x)=0 inverso aditivo, al

numero cero se lo llama elemento neutro de la suma.

Del producto: V xeR, x#0 3 ieR / X_lzl inverso
X

X
multiplicativo, al nUmero uno se lo llama elemento neutro del

producto.

e Propiedad Distributiva
Del producto con respecto a la suma:

a(b+c)=ab+ac, Vab, c eR.
Del producto con respecto a la resta:
a(b—-c)=ab-ac, V ab, c eR.
De la potencia con respecto al producto:
(ab)"=a"b", Va,beR,VneN.

De la potencia con respecto a la division:

a)" a"
(j =—,Va,beR,conb=0,VneN.
b b"

De la radicacion con respecto al producto:
Sin e N ynesimpar, entoncesz/ab =3/aab V a,beR.

Sine N ynespar, entoncesa/ab =vaab V a,beR>0

De la radicacion con respecto a la division:
Si ne N y nesimpar, entonces

)<
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a Ya

”—=n—‘v’a,beR/\b-—,tO-

b %b

Si ne Ny n es par, entonces
a Ya

N—=—7—=Va,be R A a=0, b>0.
b b

e Propiedad del producto y cociente de potencias de igual base:
a"a"=a""VaeRyVmneN.

a4 _ag"VaeR,conaz0yVmneN.
am

Te sugerimos que pruebes esta ultima propiedad, recordando

paraelloquea—”=in‘v’aeR conaz0yV neN.
a

e Propiedad de potencia de potencia:
(am)” =a™VaeRyVmneN.

e Potencia con exponente fraccionario:
a% = T\'/a_m,Va ER>=0,Vm,n € N.
Pero... ;qué sucede con el 0 y con el 1 en la suma, el producto
y la potencia respectivamente?

0Oa+0=0+a=a, VaeR.
oal=la=a,vVaceR.

oa'=a, VaeR.

oa’=1,VaeR, a=0.

01*=1,VaeR.

00*=0,Va>0,a eR.;Porqué adebe ser positivo?
oVab eR,severificazab=0siysolosia=06b=0
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|
Ademas, recordemos algunas propiedades donde los nimeros 0 y

1 juegan un rol importante ya sea por ser el resultado de cierta
operacion o por la atencion que hay que poner cuando se opera

con ellos.
e Todo numero real multiplicado por 0 (cero) da como
resultado 0.

e Todo numero real dividido por la unidad (1) da por resultado
el mismo numero.

e Laraiz de cualquier indice del numero 0 es cero.

e Laraiz de cualquier indice del nimero 1 es uno.

= Te proponemos que antes de seguir avanzando escribas las
cuatro ultimas propiedades en lenguaje simbdlico o
matematico.

~
\!j g
{9

Otras propiedades L

Recordemos que
Es importante notar que la potenciacién y la radicacion no son

distributivas con respecto a la sumay la resta. (a+b)"#a™ +b"

Va,b € RyvVn € Z
Por ejemplo:

(3+5) #3 +5%ya que
3+5) =8 =64+#34=3"+5°"=9+25.
( )2 2 2 g2

(3 - 5)3 #3° —5% verificalo.

Repasemos las siguientes identidades.

)<
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o Diferencia de cuadrados: La diferencia entre los cuadrados
de dos numeros es igual al producto entre la diferencia y la
suma de estos numeros.

Asi, por ejemplo:
3?2 -5 =(3-5)3+5);
8217 — 8207 = (821—820)(821+820)
Engeneral a?—-b%=(a—b)(a+b), Va,b€ER.

e Cuadrado de un binomio: El cuadrado de una suma de dos
numeros es igual al cuadrado del primer término, mas el
doble producto del primero por el segundo, mas el cuadrado
del segundo término. En simbolos escribimos:

(a + b)? =a?+2ab + b? o (a—b)? =a?—2ab + b? Va,bER
Por ejemplo:
a) (2+5)% =22+ 225+ 52
b)(3 - 5)2 = (3 + (=5))" = 32+ 2.3.(=5) + (=5)? = 32 — 2.3.5 + 52

Estas identidades surgen facilmente aplicando la propiedad
distributiva del producto con respecto a la sumayy a la resta,
y suelen ser muy Utiles a la hora de realizar ciertos calculos.

Racionalizacion de denominadores: Es el procedimiento que
nos permite escribir expresiones equivalentes sin utilizar raices en el
denominador. Consideremos dos casos:

e El denominador sea un unico término con raiz de la

forma ¥/a’ , en cuyo caso se multiplica numerador y
denominador por la misma raiz de indice n, la misma

base a 'y un nuevo exponente m tal que m + p = n.
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o|, Ejemplo: Dada la expresion @ , X # 0 racionalizamos
N\ 3.8/x?
de la siguiente forma: i .
J2+3 243 X (\/5+3)-i/? (\/§+3R/x3
3X

3'5,X2 3.5[X2 5/X3 3.5 X5

e El denominador tenga un binomio, donde uno o los que el conjugado de (a + b)
dos términos son raices cuadradas, en cuyo caso se es(a-b).
multiplica numerador y denominador por el

conjugado del denominador con el fin de que surja
una diferencia de cuadrados.

Ejemplo:
>

3 3 @-B) B-(Bf 3-3 3-3 -3+3
1+3 (1+3) (1-@)_12_( po1-3 -2 2

Relacion de Orden i .

La relacion de orden definida para los niUmeros enteros y/o racionales,  Recordemos la definicin de
también es valida para los nimeros reales. relacion de orden:
a<bsiysolosia-besun

Recordemos que si ay b
son ntimeros reales se dice

5

ndmero negativo.

| -

Observa que cuando se
suma un nimero cualquiera
o se multiplica por un
nimero positivo a ambos
miembros de una
desigualdad, la misma no
varia. Mientras que, si se
multiplica por un nimero
negativo, la desigualdad se
invierte.

Propiedades de la relacion de orden

Si a,b € R, se cumple unay sélo una de las tres afirmaciones siguientes:
a=b,a>b,a<b,

e Sia<b entoncesa+c<b+c.
e Sia<byc=>=0entoncesac <bc.
e Sia<byc<0entoncesac > bc.

Para la resolucion de los ejercicios es importante que tengas en cuenta el
significado de las propiedades mencionadas.

27—
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Intervalos

Entre los conjuntos de numeros que usaremos mas a menudo se
encuentran los Intervalos. En forma general los podemos definir como un
subconjunto de los nimeros reales.

Existen distintos tipos de intervalos, como se muestra a
continuacion:
|

Se llama intervalo abierto de extremos a y b al conjunto de los
nuimeros reales x que estan entre a y b, sin tener en cuenta los
extremos. Se lo denota como (a,b).
Los numeros reales x del intervalo abierto (a,b) son aquellos para los
que a < x < b. Usando la notacién de conjuntos queda

(a,b)={xeR :a<x<b}.
Esta igualdad se lee: el intervalo abierto de extremos a y b es el
conjunto de los numeros reales x tales que x es mayor que a y menor que
b.

Consideremos dos nimeros reales fijosay b, cona<b.

Graficamente se lo representa en la recta numérica o recta real

de la siguiente forma:

a b
Fig. 6. Representacion de un intervalo abierto en la
recta

Si a = b entonces (a,b) = (a,a), luego el intervalo no tiene ningun
elemento o sea (a,b)= @.
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|
Un intervalo cerrado de extremos a y b, es el conjunto de los
numeros reales x que estan entre a y b, incluyendo los extremos. Lo
denotamos como [a,b].

Los nimeros reales x del intervalo cerrado [a,b] son aquellos para los La diferencia entre un
que a<x<b. Usando la notacién de conjuntos es: intervalo  abierto 'y uno
cerrado es que el primero no

[a,b]={xcR :a<x<b} contiene los valores

extremos y el segundo si.
Esta igualdad se lee: el intervalo cerrado de extremos a y b es el

conjunto de los numeros reales x tales que son mayores o iguales que a
y menores o iguales que b.

Graficamente se lo representa en la recta numérica de la
siguiente forma:

A

a b
Fig. 7. Representacion de un intervalo cerrado

Si a = b entonces [a,b] tiene un solo elemento y se escribe

[a,b] = {a} = {b}.

Ademas de intervalos abiertos y cerrados podemos considerar
los intervalos semi-abiertos.

|
Se llama intervalo abierto a la derecha de extremos d y b al conjunto
de los nimeros reales x tales que a < x < b y se escribe [a,b) .
Esdecir [a,b)={x e R :a < x <b}
Se lee: el intervalo abierto a la derecha de extremos a y b es el conjunto
de los numeros reales x tales que son mayores o iguales que a y
menores que b.

Graficamente se lo representa en la recta numérica de la siguiente forma:

>

a b

Fig. 8.Representacion en la recta de un intervalo abierto
a derecha.
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|
Se llama intervalo abierto a la izquierda de extremos d y b al conjunto
de los nimeros reales x tales que a < X < b y se escribe (a,b].
Es decir, (a,b]={xeR :a<x<b}
Se lee: el intervalo abierto a la izquierda de extremos a y b es el conjunto
de los numeros reales x tales que son mayores que a y menores o
iguales que b.

Graficamente se lo representa en la recta numérica de la siguiente forma:

>

a b

Fig. 9 Representacion en la recta de un intervalo abierto
aizquierda.

Ejemplo: Analicemos los siguientes intervalos, la forma de
N expresarlos y su representacion grafica en la recta real.
a) Al conjunto B={xeR :-3<x<3} podemos escribirlo
como B = (-3, 3) Y lo representamos:

b) Al conjunto Cc ={xeR :-4<x<3} lo escribimos como
C =[-43] y lo representamos de la siguiente manera.

T

-4 0 3

c) Si E={xeR:-3<x<3} entonces E=(-33] y o

representamos:
P 1 1 k 1 1 1 1 1 4 1 1 [
| 1 ( 1 1 1 1 1 | 1 |
-3 0 3
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¢Los siguientes conjuntos son Intervalos?
F={xeR:x>a,aeR}
G={xeR:x>aacR}
H={xeR:x<aaeR}
K={xeR:x<aaeR}

[
A intervalos como los anteriores los llamaremos Intervalos Infinitos,

luego F={xeR :x>a,}={xeR:a<x}=(a+wx)

Estos intervalos se representan graficamente de la siguiente
forma:

A

a
Fig. 10. Representacion en la recta de intervalos
infinitos

El simbolo +% se lee “mas infinito” y —o se lee “menos
infinito”. No son numeros, son solamente simbolos convencionales para
indicar que se consideran todos los nimeros hacia la derecha (o hacia la
izquierda) de un punto fijo a.

Intenta escribir y representar graficamente en la recta real los demas
conjuntos dados en el parrafo anterior.
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Un conjunto de numeros reales no necesita ser obligatoriamente
un intervalo.

Por ejemplo, si consideramos el conjunto de los numeros
naturales, se ve que tiene infinitos elementos aislados y no es un
intervalo. Dentro de los subconjuntos de la recta hay gran variedad de
posibilidades, conjuntos con un numero finito de puntos, combinaciones
de intervalos, etc.

A continuacién, mostramos intervalos infinitos y sus distintas
representaciones.

a) E = {x e R:x<3}podemos escribirlo como E =(-w,3] ¥y
representarlo

v

b) G = {x e R: -3 < x} podemos escribirlo como G =(-3,) Yy
representarlo

o Ejemplo: Dados los siguientes conjuntos de nimeros reales:
[\
B={xeR:-1<x<3};C={xeR:2<x<5};D={xeR:-2<x<0}

Determinar cudles son los nimeros que estan:
a)enBoenC.
b)enBoenCoenD,
c) en By C al mismo tiempo
d) los que estan en los tres simultdneamente.

Solucion
Primero reconozcamos graficamente cada conjunto para luego
responder

B={x:-1<x<3}=(-13)

A
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D={x:-2<x<0}=(-2,0]

<! | | 4 'ﬂ | | | | 5
S | | L | | | | |
0

-2

a) Elementos que estan en B o en C, se escribe B\ C, para
este caso resulta

BUC = (-1,5]

b) Elementos que estdn en B o en C o en D, se escribe
BuwCuD, en este ejemplo

BuCuD=(-2,5]

c) Elementos que estan en B y C al mismo tiempo, se escribe
B n C, en este ejemplo resulta,

BAC=[23)

d) Elementos que estan en los tres conjuntos simultaneamente,
es decir en B, en C y en D, se escribe BN CND vy, en este ejemplo
resulta,

BNCND=(BNC)nD=[2,3)n(-2,0]= Y

v il
Sl

Actividades

e~

N

1) Expresa en lenguaje simbodlico los siguientes enunciados:
a. Unnumero par.
Un ndmero par siguiente a 2n.
Tres nimeros pares consecutivos.
El triple de un numero impar.
El cuadrado de la suma de dos numeros.
La suma de los cubos de dos nimeros.
La diferencia de un nimero y su cuadrado.
El cuadrado de un nimero mas el doble del mismo
numero.

SQe "o a0 T

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales



II Mddulo de Matematica/ Geologia y Quimica

2) Expresa en lenguaje coloquial o natural
2

X
a) 2 b) ? c) g

d) a+b e) x? _g 2. - y?)

3) Determina el valor de verdad de cada uno de los siguientes
enunciados.
a) VxeR,x%=x
b)axer , X2 =X
c)3I xeR,2-x=xd) I xeN,2-x=x
€) VxeR, x—3<X

4) Sea A ={1; 2; 3; 4} el conjunto universal. Determina el valor
de verdad de cada enunciado.

a)Vx,x+3<6 b) I3x,x+3<6
c) 3 X, 2x%2 + x =15

5) a) Representa graficamente en la recta numérica los
siguientes conjuntos:
i.  los numeros enteros entre 5,3y 10,5,
ii.  los niumeros naturales entre 5,3y 10,5,
iii.  los nimeros reales entre 5,3y 10,5.

b) ;Cémo puedes representar los nimeros racionales entre 5,3
y 10,57

c) ¢Qué puedes notar en la representacion de los conjuntos
anteriores?

6) Indica si las siguientes afirmaciones son correctas o no,
realizando los calculos correspondientes:

a) (\/5 —3)Z + (\/§+ 3)Z es un nimero irracional.
b) (+/2 —3)*. (/2 + 3)? es un nimero entero.

o o) ()= ({6)- (B} ()-8
d) (§/7+5)2 —3/49 + 25
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7) Escribe los siguientes conjuntos en forma de intervalos y
luego represéntalos sobre la recta real:

a) A={xeR:-3<x<45}

b) B={xeR:1<x<6}

C)C={xeR:-45<x<-15}

db={xeR:0<x<25}

8) Escribe en lenguaje simbdlico y grafica sobre la recta real los
intervalos:

a) A = (-003]

b)B=[4;+ o

c)C=(-6;+ op

9) Dados los intervalos A =[-1; 3] yB =(-2;2);U=R

Encuentra los conjuntos A U B, A ~ B, A°
Representa graficamente los conjuntos anteriores.

oy
\ 8
(o) Notacion cientifica
\8/
Actividad 1: Resolver las siguientes multiplicaciones. Puedes
utilizar la calculadora si tienes dudas:

a)6.10000=  d)6.100000 = g) 6.1 000 000=
b)6,5.10000= €)6,5.100000=  h)6,5.1000 000=
c)2,54.10000= f)2,54.100000= i)2,54.1000 000=

Escribe como potencias de diez los siguientes factores de estas

multiplicaciones:
10 000 =10... 100 000=10..... 1000000=10....

Ahora responde; ;Qué efecto provoca en un numero decimal la
multiplicacion de ese decimal por una potencia de 10 de exponente

natural?

Actividad 2: Resolver con o sin calculadora las siguientes

divisiones:
a)6:10 000= f) 65,4 :100 000 =
b) 6,5:10000= g)6:1000000=
c) 65,4 :10000= h) 6,5:1 000 000=
d)6:100 000 = i) 65,4 :1 000 000=

e) 6,5:100 000=

)<
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¢Qué efecto provoca en un nimero decimal la divisiéon de ese
decimal por una potencia de 10?

Actividad 3: Indica si es verdadero o no el siguiente
razonamiento:
1 1Y .
6,5:1000000 =6,5.——=6,5| — | =6,5.10
1000000 10
Escribe las divisiones de la actividad 2 como multiplicaciones por
potencia de diez.
Luego, la multiplicacién de un nimero decimal por una potencia

de diez de exponente un entero negativo, ;Qué efecto provoca en dicho
decimal?

Actividad 4: Realiza las siguientes cuentas con calculadora y
registra la solucion que obtenés
a) 26 .1000000000000=
c)3,5.1 000 000 000 000=
b) 108 .1000000000000000=
d) 2,45 .1 000 000 000 000 000=

Ahora con los mismos numeros, realiza las siguientes divisiones:

a) 26:1000000000000=

b) 108 : 1000000000000000=
c)3,5:1000 000 000 000=

d) 2,45:1 000 000 000 000 000=

En el dia de la fecha, Mercurio se encuentra a una
distancia aproximada de 5,791 . 10" km del Sol,
mientras que Neptuno esta ubicado a una distancia
aproximada de 4,5043 . 10° km del Sol.

Comparti las respuestas con tus compafieros e interpreta como
hacen algunas calculadoras para expresar nimeros muy grandes o muy
pequenos de modo abreviado:

¢Qué diferencia encuentran entre la escritura de niumeros muy
grandes o muy pequefnos? ;Por qué piensan que es asi?

Actividad 5: Completa los espacios vacios con una potencia de
diez para que se mantenga la igualdad entre las expresiones dadas: 36)
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a) 60 000 000 = 6. 10.....

b) 150 000= 1,5.10....

c) 2 410 000 000 = 2,41 .10.....
d) 0,00009 = 9..10.....

€) 0,000 000 037 = 3,7 .10.....

f) 0,000 000 002 04 = 2,4 .10.....

Actividad 6: Lee el siguiente extracto de una nota cientifica y
responde:

a) ¢Cual de los dos planetas estda mas cerca del sol? Explica
como te diste cuenta.

b) Analiza las escrituras de las distancias de los planetas al Sol
en el articulo ;Coémo se expresan?

c) Lee ahora el siguiente articulo. El tamano del didmetro de los
glébulos rojos y blancos de la sangre es muy pequefo. ;Como se
expresan esos valores?

La sangre esta formada, entre otras cosas,
por glébulos rojos y glébulos blancos.

Los gldbulos rojos de la sangre son de un
tamarfio estandar de aproximadamente 6 a
8. 10“cm de diametro. En cambio, los gl6-
bulos blancos tienen un tamafio que oscila
entre 8y 20. 10°cm.

d) ;Cuales son mas grandes, los glébulos blancos o los glébulos
rojos? ;Como te diste cuenta?

e) Los articulos cientificos utilizan este modo de expresar los
valores numéricos muy grandes o muy pequenos. ;Por qué piensan que
lo hacen?

Actividad 7: La masa de un virus esta en el orden de 107® g, la
masa del hombre es de 70 kg. y a de la tierra 5.9x10% kg.

¢Cuanto mayor es la masa del hombre con respecto a la masa
de un virus?

37—
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¢Cuanto mayor es la masa de la tierra con respecto a la del
hombre?

Actividad 8: ;Cuantas veces es menor la luna que la tierra si el
volumen estimado de la luna es 21,9 x10° km? y el volumen de la tierra es
de alrededor de 1,08 x10'? km®?

Cierre: ¢A qué se llama notacion cientifica?

Notacion Cientifica es una determinada forma de escritura de
numeros decimales. Se dice que se esta utilizando esta notacién
cuando el nimero es escrito de la forma d x 10" dénde “d” es un
numero decimal cuyo valor absoluto es mayor o igual que 1 y menor

au_n

que 10, y “n” es un numero entero.

€\Volver l

38)—
. IIIHI: Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales I I
OING

.



II Mddulo de Matematica/ Geologia y Quimica

Parte II: Expresiones algebraicas y ecuaciones

En esta parte recordaremos qué es una expresion algebraicay la
importancia de determinar su dominio. Ademas, hallaremos expresiones
idénticas a una dada y luego definiremos cuando tales expresiones
idénticas se pueden considerar expresiones algebraicas equivalentes.
Por ultimo, abordaremos el tema de ecuaciones y determinaremos el
conjunto solucion.

1. Expresiones algebraicas

Recuerda que una expresion algebraica es una combinacion
finita de variables y nimeros con operadores matematicos, como por
ejemplo, la resta, el producto, la division y la potencia. Es decir, en una
expresion algebraica estan indicadas operaciones entre nimeros y letras.

o|, Ejemplo: Los siguientes son ejemplos de expresiones
[\ algebraicas:

Q(X) =3+ 2x® —5x2
P(x) =x? +2
R(x) = 2x” —3x* + X
T(x)=1
Estas expresiones son polinomios de grados 5 2, 7 y O

respectivamente.

Algunos ejemplos de expresiones algebraicas, que no son polinomios,

pues sus potencias no son ndmeros naturales son:
3x7F —3x+8; x " +1. L

A las expresiones que resultan de un cociente de polinomios las  cuando  trabajamos  con

llamamos expresiones algebraicas racionales. Por ejemplo: expresiones algebraicas
, debemos tener en cuenta su

2-5X"  (3-x)-(2x-1) dominio, es decir en qué

10x X3 +x conjunto de nimeros reales

podemos realizar las

operaciones indicadas.

39)—
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Otras expresiones algebraicas que no son polindmicas ni racionales son:
-3
2 — 5x ‘ “_5
108/x -3

A continuacién, vamos a determinar el dominio de algunas
expresiones algebraicas, para mostrar como se debe trabajar en estos
casos Yy que te sirvan de guia para encontrar la solucion de las
actividades propuestas.

1 Ejemplo: ;Cual es el dominio de la siguiente expresion
Lo algebraica?

x> —4

Solucién
En esta expresion racional la operacion principal es la division, y
como no podemos dividir por cero, entonces analizamos cuando el
denominador de la expresion es cero, es decir:
xP—4=0=x2=4=x=1V4

Entonces los valores x=2 y x=-2 no pueden estar en el dominio,
(sino dividiriamos por cero), es decir, el dominio de la expresion racional
dada es el conjunto formado por todos los nimeros reales excepto (-2) y
2.

En simbolos:

Dom( 21 4) =R-{2,-2}=(-0,2)U(-2,2)U(2,+)

X —_
Ejemplo: ;Cual es el dominio de la siguiente expresion
o algebraica?
x* +10x + 25
2x? —50
Solucién

Al igual que en el Ejemplo 1, en esta expresion racional la
operaciéon principal es la divisiéon, tanto el numerador como el

denominador son polinomios que tienen como dominio R Como no
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podemos dividir por cero, entonces analizamos cuando el denominador

de la expresion es cero, es decir:

2x2—50=0—>2x2=50—>x2=%—>x=i\/25

Entonces los valores x=5 y x=-5 no pueden estar en el dominio,
(porque sino dividiriamos por cero), luego el dominio de la expresion
racional es el conjunto de todos los nimeros reales, excepto el -5y el 5.

En simbolos:

x? +10x + 25
Dom| — o
2x° —=50

] = R—1{5,-5} = (—0,-5)U (- 5,5)U (5,+)
Ejemplo: Encontremos el dominio de la siguiente expresion
ko

algebraica.
2x—1
VxZ+4x +3

Solucion

Esta expresion es un cociente entre un polinomio (en el
numerador) y una raiz de orden impar en el denominador, ambos poseen
como dominio a los numeros reales. El problema se presenta
nuevamente cuando el denominador es cero. Esto nos lleva a buscar los
valores de x que lo anulan, es decir:

x% +4x+3
Para encontrar los ceros de esta ecuacion podemos aplicar la

formula:

—b++Vb%2—4.a.c

X1, X2 = 2 a La féormula para calcular la

solucion de una ecuacion
cuadratica de la forma:

En este caso como a=1,b=4y c = 3, resulta ax® 4 by 4+ c =0

—4++42 413 —4+V4 —4+2 esta dada por
Xy, Xy = 21 =T, T —b+VbZ—4.ac
X1, Xy =

2.a

Obtenemos asi los valores x; = —3,x, = —1 que son los

41)—
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valores que debemos excluir del dominio, entonces:

Dom L =R- {_ 3,—1} = (— oo,—3)U (— 3,—1)U (— 1,+oo)

Ux?+4x+3

VXx+1
1 Ejemplo: Dada la expresiéon algebraica 1 hallemos su
Lo

dominio.

Solucion

Una vez mas la operacion principal es la division y esta definida
si el denominador (x — 1) es distinto de cero. Pero en esta ocasion, el
numerador es una raiz de indice par, que estd definida si el radicando
(x + 1) es mayor o igual que cero. Entonces para determinar el conjunto
dominio planteamos las siguientes condiciones:

Denominador no nulo, esto es: (x—1)=0

Los valores de x, que verifiquen que: (x+1)=0

Para analizar la primera condicion planteamos:

x—1=0= x=1. Entonces debemos excluir del dominio el
valor de x que anula al denominador, es decir, excluimos del dominio al

valorx=1.

De la segunda condiciénresulta:x +1 >0 = x > —1.

Ahora bien, para determinar el dominio de debemos

tener en cuenta los valores dados por las dos condiciones planteadas, en
este caso: Todos los nimeros reales mayores o iguales a (-1) y distintos de
1.

A este conjunto lo podemos escribir de distintas formas, entre

ellas:

AX+1

Dom

=R-{}N[-1+0)=[-11)U (L +)
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Expresiones Algebraicas Equivalentes

El manejo de expresiones algebraicas y la destreza para
transformarlas en expresiones equivalentes es muy importante cuando
queremos estudiar y trabajar con objetos matematicos, por lo tanto
resulta fundamental practicar con ellas.

En la parte anterior vimos algunas identidades que son muy
utilizadas para operar con expresiones algebraicas, por ejemplo, el
cuadrado de un binomio, la diferencia de cuadrados y la propiedad
distributiva del producto con respecto a la suma (o resta).
También ya definimos cuando dos numeros fraccionarios

sonequivalentes, por ejemplo 12 _4_2 _1 ; aqui se ha

144 48 24 12
simplificado la fraccién original hasta llegar a otra expresién del mismo

numero, la cual es una fraccion irreducible.

En esta seccion haremos hincapié en el trabajo con expresiones
algebraicas fraccionarias como las vistas en los Ejemplos 1, 2, 3 y 4.
Buscamos una expresion mas simple que facilite los calculos, es decir,
simplificar la expresiéon cuando sea posible.

A continuacién, analizaremos algunos ejemplos mostrando como se
opera para encontrar expresiones algebraicas equivalentes a las dadas.

Ejemplo: Si es posible, escribe la expresion algebraica
(&

_ _ o 2x+x?
irreducible de la expresién

Solucion

En primer lugar, calculemos el dominio de la expresion. Como es

. . . . . Propiedad distributiva:
un cociente de polinomios (expresion racional), debemos ver que no se
anule el denominador, es decir plantear que el denominador sea distinto a.(b+c)=ab+ac
Va,b,c €ER

de cero, en este caso: x #0. Como el Gnico valor que anula el

denominador es x = 0,entonces

Dom(#j =R-{0}
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Buscamos ahora expresiones equivalentes de la expresion dada,
en esta ocasion, si sacamos factor comun x en el numerador resulta.

2x +x%  x(2+x)
x  x

¢Podemos simplificar x del numerador y del denominador en la

expresion anterior?

2
Si,puesx =0 ¢ Dom(zx;xj )
X
Entonces
2x +x2  x(2+x)
= =24+x
X

Luego,

2x + x?

—=2+x

X

La expresion del segundo término es mas simple que la del

primer término. Ademds, cualquier valor x perteneciente al

2X + x° . . N
Dom| 222 | = R—{O} verifica la igualdad. Esto significa que las
X

2X + X2
X

Dom(2X+XZJ= R {0}

expresiones ( J y (2+x) son equivalentes en

X
a Observacion

; - (2% +x?
Si tenemos la siguiente expresion | £ = | podemos
X

2 +x* _ x*(2x+1)
X

factorizarla de la siguiente forma

En la expresion anterior ;podemos simplificar una x del
numerador con la del denominador para todo valor de xe R ?

No, si x=0 no es posible hacer esa simplificacion. ;Por qué?
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o, Ejemplo: Encontremos la expresion algebraica irreducible de la

expresion —;
X J—

Solucion

. . ., X=2
Calculemos primero el dominio de la expresién 7 _ 4 comoes

también un cociente de polinomios, debemos ver que el denominador no
se anule, es decir, plantear que el denominador sea distinto de cero, esto

es: X’ -4 # 0. Los valores que anulan el denominador son x = -2y x= 2,

entonces
X—=2
Dom( . )z R—{-2,2}
X°—4
Buscamos ahora expresiones equivalentes a la dada, aqui i .
podemos factorizar usando diferencia de cuadrados, entonces el
) Diferencia de cuadrados:
denominador resulta
x—2 x—2 a? — b?> = (a+ b)(a — b)
x2—4 (x—2)(x+2) Va,b € R

¢Podemos simplificar (x-2) en el numerador y en el denominador

de la expresion anterior?

X—2
Si,pues X=2 ¢ Dom( ]

x> —4
Luego,
x—2 (x—=2) 1
x2—4 (x—2)(x+2) x+2
Entonces
Xx—2 _ 1
x2—4 x+2
X—2
Dom =R-1-2,2
y (XZ _4) { }
Esto significa que las expresiones X~ 2 1 son

X2 —4 X+ 2

equivalentes en
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Dom( sz__24) —R-{-2,2}

o|, Ejemplo: En caso de ser posible, determinemos la expresion
[\

algebraica irreducible a la expresiéon dada en el Ejemplo 2.

Solucién i .
x?+10x+25  (x+5)

2%2 _50 2(X2 _ 25) Cuadrado de un binomio:

a’?+2.a.b + b* = (a + b)?
Va,b € R

El numerador es el desarrollo del cuadrado de un
binomio, lo reemplazamos por su identidad. En el
denominador sacamos factor comun 2 y queda una

diferencia de cuadrados.

x®+10x+25 _ (x+5)° _  (x+5)
2x2 50  2(x®2-25) 2(x+5)x-5)

Reemplazamos la diferencia de cuadrados del denominador por
su identidad.
Como es posible cancelar (x+5) del numerador y del

denominador resulta.

x?+10x+25  (x+5f  x+5
2x?*-50  2(x+5)x—-5) 2(x-5)

x?+10x+25  x+5

5% 50 _2(x—5) . Entonces

De esta manera

x% +10x + 25 olente 4 | S alaebraica ireduci
es equivalente a la expresion algebraica irreducible
X+95 x? +10x + 25
———= enel Dom =———= =" |=R-{-55
2(X—5) ( 2x% —50 J { }
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2

X
a Ejemplo: Dada la expresion 21 hallemos su dominio y su
[\

expresion irreducible.

Solucion

Como en los casos anteriores determinaremos el dominio de la
expresion racional. Tenemos nuevamente un cociente de polinomios,
entonces el dominio son todos los nimeros reales que no hacen cero el
denominador. Esto nos lleva a plantear la siguiente condicion:

x?—-1=0,
En este caso podemos usar una identidad conocida y escribimos

0=x2—-1=@x-D(x+1)
Ahora es facil establecer en qué valores se anulara el denominador de la

expresion; estoes X =1y X=-1 entonces

x* — X
D —R-{-11
om(xz J {11y

Ahora tratemos de escribir expresiones equivalentes a la
expresion dada:

x*=x  x(x-1)  x
x2—1 (x—D(x+1) x+1

(En el numerador hemos sacado factor comun x y en el

denominador hemos factorizado usando diferencia de cuadrados).

Ya que es posible cancelar (x-1) del numerador y del

X>-X X

-1 x+1

X2

—X
3 J entonces

denominador, pues 1 ¢ Dom( 1
X —_

La expresion del segundo miembro es mas simple que la del

primer miembro. Ademas, cualquier valor de x perteneciente al

2

2
Dom( X~ Ij = R —{~1,1} verifica la igualdad.
X —
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X .
y —— son equivalentes en el
X+1

Las expresiones

dominior — {—1,1}.
2 —x

x2-1"

o Ejemplo: Dada la expresion M determinemos una
N\ ’ ' N

expresion algebraica equivalente e irreducible.

, X . .
Ademas, 1 es la menor expresion equivalente de
X +

Solucion

Para dar la respuesta, primero determinemos el dominio de la
expresion algebraica y luego encontremos una expresion equivalente.

La expresion dada es un cociente. El dominio del polinomio del
numerador es el conjunto R . Entonces, para determinar el dominio de la
expresion dada hay que analizar el denominador, debemos pedir que no
se anule.

Ademas, debemos ver cuando una raiz de indice par tiene como
resultado un numero real; esto sucede cuando el radicando es positivo o
cero. A estas condiciones las planteamos de la siguiente forma:

V2x—=V5#0y 2x >0

Luego resulta que si 2x = 0, entoncex = 0

Hagamos el andlisis de esas dos condiciones:

Para que se cumpla la primera, buscamos el o los valores que

verifican v2x — /5 = 0 para excluirlos del dominio. Luego,

\/ﬂ—\/§=0=>\/ﬂ=\/§=>\/§=£= ;:xz ; :g

. _5 4x—-25
es decir que x = - & Dom (\/ﬁ—\/ﬁ)'
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Para que la raiz cuadrada este definida en R, es necesario que

el radicando sea positivo, o sea que 2x 2 0, es decir x =2 0.

Teniendo en cuenta los requerimientos establecidos resulta:

oon(27) <o) o)

Como ya hemos determinado el Dominio de la expresion
algebraica, ahora hallemos una expresion equivalente irreducible. Para
ello podemos operar de la siguiente manera (no hay una unica forma de
hacerlo).

4x2-25 (2x)2—5% (2x—5)(2x+5) V2x +V5
V2x —V5  V2x—+5 V2x —v5  V2x++5
_ (2x—5)(2x + 5)(V2x +V5)
-
_ (2x—5)(2x + 5)(V2x + V5)

2x =5
= (2x + 5)(V2x +V5)

Trata de justificar por qué es posible simplificar en la ultima

igualdad.

Luego, (2x + 5)(vV2x + V/5) es la expresion equivalente irreducible

5) U (g +oo). En simbolos es:

4x%2-25
d )
2

vz o0 [0

2 _
(2x+5)(\/ﬂ+\/§)=\j;_x—_f/5§ Vx ER/x €

05 U 5+oo
IE EI
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Multiplicacion y division de expresiones racionales

Para multiplicar expresiones racionales, usamos la siguiente
propiedad de fracciones:

SIS
ST
’_:.>
=

=
S

Esto dice que para multiplicar dos fracciones multiplicamos sus
numeradores y multiplicamos sus denominadores.

Ejemplo: Multiplicaciéon de expresiones racionales.
N Realiza la multiplicacién indicada y simplifica:

X2 +2x—3 3x+12  (x-1)(x+3) 3(x+4) 3(x+3)
x? +8x+16 x-1 (x+4)> ~ x-1  (x+4)

Para dividir expresiones racionales, usamos la siguiente
propiedad de fracciones:
A C _ AD
B'D BC
Esto dice que, para dividir una fraccion entre otra fraccion, invertimos el
divisor y multiplicamos.

Ejemplo: Division de expresiones racionales
o Realiza la division indicada y simplifica:

x—4 x*-3x-4  x-4 (x+2)(x +3)
X2 =4 X2 +5x+6 (x—=2)(x+2) (x—4)(x+1)
(X=4)(x+2)(x+3) X+3

T X=X+ 2)(x=4)(x+1)  (x=2)(x+1)

Suma y resta de expresiones racionales

Para sumar o restar expresiones racionales, primero
encontramos un denominador comin y a continuacién usamos la
siguiente propiedad de fracciones:

A+E_A+C
B B B
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Aun cuando funcionara cualquier denominador comun, es mejor
usar el minimo comun multiplo. Este se encuentra al factorizar cada
denominador y tomar el producto de los distintos factores, usando la
potencia superior que aparezca en cualquiera de los factores.

a Ejemplo: Sumar y restar expresiones racionales
N\ Realiza las operaciones indicadas y simplifica:

1 2 12
x2—1 (x+1)? (x-D(x+1) (x+1)?2
_X+1-2(x-1) = —-x+3

o (x=D(x+1D?  (x=1)(x+1)?

Sl Actividades

1) Simplificar cada una de las siguientes fracciones algebraicas:

15a3b2 ) (8p3q2)4—
5ab* (16p2q2)3
) 7mn*p> h) x(x—3)%(x—1)
21m3np” x2(x-1)3(x—-3)*
27m 4_
36m 3x2-3
d) x?-5x+6 ) 2ax—4bx
x%-2x ) 3ay—6by
e) a’+2ab+b? 121a*c5d”
3a+3b K —Tacsas
H m?—n? ) 8a-1eb
m2+2mn+n? ) 24

2) Calcula la adicién o sustraccion de las siguientes fracciones
algebraicas y simplifique cuando proceda:

5 9,57 o _A4m  5m+6 7m+8
X X X 2m+5 2m+5 2m+5
4 5 9 7 2a—-5
) S+ - d +

a’-3a-4 a’-3a-4
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3) Calcula las siguientes sumas o restas y simplifica cuando

proceda:
m-2 3m-1 p+17 6
9 “8m " 5m ) pP-p-12 p’-2p-8
) 2 N 3a
) 2?1 at-a-2 y 9 __ 4x-5
18-3x-x* x?+x-12
0) m—2—i
m+1 9 %Jrl_i
d)X_ZXyJ,X X° 2x 3X
X-2y x?-2xy X ) d+1 d 6(d+1

d-3 d+3 d*-9

4) Multiplica y simplifica las expresiones.

) 2xy* 5x°y ) a’+9a+18 a®* +7a+10
¥ 3a% 7ab’ ® a’+8a+15a’+11a+18
p 3@-b) ~17(a-b)
2X 19x3 ) ,
s e z°-10z+16 z° -10z + 21
0 — xlz/ . 2 -97+14 2% +2z-15
Xy =Xy
x’y* (a’h®)

NI

5) Calcula el cociente entre las siguientes fracciones algebraicas:

35a° 14ab? 9 X' -yt xP+y?
a) 18b% ~ 9p° X% +2xy+y? Xx? +2xy+y?
) a’b®c’ a’b’c’

a’b’c® " a’hic’ G ox xo1

6Xx% +9xy a " XH1 x4l

3 ) 3 2
a ey m? +8m+16 m* - 2m-3

m?+2m—-8 m?-3m+2

Q)

a’+a a’*-a’
a?-a a?-2a+1
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m?-3m+2 m’+6m-16
m2-5m+4 m?+m-20

6) Simplifica las fracciones complejas:

2
y—X— 1+ 11
a) — Y 1+—1
T x
X 1
1
5 -
2—; X+1
K 4 25 e) 1+ 1 .
BNEY 1
X 2+7
X=y _x+y Y
o Xty X-y _ x X
1_xz—xy—y2 9 x+1 x*-1_
XZ y2 1 1
+7
x—1

€Volver l

Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales




II Mddulo de Matematica/ Geologia y Quimica

2. Ecuaciones

Una ecuacion es unaigualdad entre dos expresiones que
contiene valores conocidos (constantes) y valores desconocidos
(variables) relacionados mediante operaciones matematicas.

En la ecuacion

Como buscamos encontrar el
valor de la incdgnita, una vez
resuelta la ecuacion es
importante  verificar  la
solucion y la respuesta que se
busca.

4x+ 7 =19
la letra x representa a la variable. Consideramos xcomo la “incégnita”
de la ecuacion, y nuestro objetivo es hallar el valor de x que haga que
la ecuacion sea verdadera.

Los valores de la incognita que hagan que la ecuacion sea
verdadera se denominansoluciones o raices de la ecuacion, y el
proceso de hallar las soluciones se llama resolver la ecuacion.

Dos ecuaciones con exactamente las mismas soluciones
reciben el nombre de ecuaciones equivalentes.

Para resolver wuna ecuaciéon, buscamos ecuaciones
equivalentes mas sencillas usando propiedades.

Ecuaciones lineales x =3 es una solucién de la
ecuacion
El tipo mas sencillo de ecuacion es una ecuacion lineal, o 4x+7=19,
ecuacion de primer grado, que es equivalente a una de la forma porque sustituir x = 3

hace verdadera la ecuacion:
ax+b =0 4(3)+7=19.
donde ay bson numeros reales y xes la variable.
Esta es la verificacion de la
ecuacion.

Ejemplo: La ecuacion 7x + 4 =5 —3x+ 7 es lineal porque
o es equivalentea 10x —12 = 0

Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacién cuadratica es una ecuacion equivalente a una de
la forma
ax?+bx +c =0

donde a, b y ¢ son nimeros reales con a # 0.
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Algunas ecuaciones cuadraticas pueden resolverse factorizando
y usando la siguiente propiedad basica de nimeros reales.
AB=0A4A=0 o0B=0
Esto significa que si podemos factorizar uno de los miembros
de una ecuacion cuadratica (o de grado mayor) entonces podemos
resolverla igualando a 0 cada factor a la vez.

Otro tipo de ecuaciones

Hasta aqui hemos recordado las ecuaciones lineales y las
cuadraticas.

A continuacién, estudiaremos otros tipos de ecuaciones,
incluyendo las que contienen potencias superiores, expresiones
fraccionarias y radicales.

3 5

o Ejemplo: Una ecuacién que contiene expresiones fraccionarias
x x+2

=2

L/

Ejemplo: Una ecuacién que contiene un radical
o 2x=1-V2—x

Cuando resolvamos una ecuacion, podemos terminar con una o
mas soluciones extranas, es decir, soluciones potenciales que no
satisfacen la ecuacion original.

En el Ejemplo anterior el valor x = 1 es una solucion extrana. Las
soluciones extranas pueden ser introducidas cuando elevamos al
cuadrado cada lado de una ecuacién porque la operacién de elevar al
cuadrado puede convertir una ecuacion falsa en una verdadera.

Por ejemplo —1 # 1, pero (—1)% = (1)2.

Entonces, la ecuacién elevada al cuadrado puede ser verdadera
para mas valores de la variable que la ecuacion original.

Esta es la razéon por la que siempre deben verificarse las
soluciones para asegurarse que cada una de ellas satisfaga la ecuacion
original.

A continuacién, veremos cuatro ejemplos que ilustran la forma
de resolver ecuaciones empleando expresiones equivalentes.

Ejemplo: Encuentra los valores de x que verifican
o (x+2)x—=5)=(x+2)1-x)

Este método funciona sélo
cuando uno de los miembros
de la ecuacion es 0.
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Solucion

El primer paso es determinar el dominio de la ecuacién. En este
casoes: R.

Se resuelve ahora la ecuacion:

(x+2)x—=5)=(x+2)1-x)
¢Podemos cancelar (x + 2)en ambos miembros?

Si, (piensa porqué es posible)

(x-5)=1-x
2X=6
x=3

El conjunto solucion es s = {3,—2}. ¢Por qué x = -2 es también

solucion?

—2x% + 6x 2x2 -1

Ejemplo: Encontremos el conjunto solucion de la ecuacion
ko

x2—9 _3x+9= X

Solucion

También, como en el caso de las expresiones algebraicas, en
primer lugar, tenemos que determinar el dominio de la ecuacion, es decir,
el conjunto de numeros reales para los cuales podemos realizar todas las
operaciones indicadas.

Esta expresion estara definida para todo nimero real que no

anule ningin denominador, algebraicamente esto es,
Dom={x€R/x*—9+0A3x+9+#0Ax #0}

Para caracterizar los nimeros que estan en el conjunto dominio
procedemos de la siguiente manera:

x°—-9=0=x=143
3x+9=0=>x=—§=—3
x=0

Con este procedimiento hemos determinado los valores para los

cuales la ecuaciéon no esta definida, luego el dominio de la ecuacion es
R—{-3,3,0}

Una vez que sabemos en qué conjunto se encuentra/n la/s solucion/es,
transformamos convenientemente las expresiones de la ecuacion para

50—
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hallar el conjunto solucion, es decir el conjunto de nimeros reales que
satisfacen la ecuacion.

En este caso, una posibilidad es tomar el primer miembro y una vez
obtenida una expresion equivalente, igualarla con el segundo miembro.

—ox2+6x  2x2  —2x+6x  2x*  3(-2x? +6x)-2x*(x—3)
x2-9  3x+9 (x—3)(x+3) 3(x+3) 3(x—=3)(x+3)

o 18x—-2x® 2x(3-x)(3+x) _ 2X(3—X)

S 3(x—3)(x+3)  3(x-3)(x+3) 3(x-23)
_—2X(x-3)  —2x
-~ 3(x-3) 3

Asi se ha obtenido una expresion reducida del primer miembro de la
ecuacion, ahora la igualamos con el sequndo miembro para resolverla:

!

Observa que el conjunto

_—2)(=—l—>—2X2=—3—>X2:§—)X=i\/§
3 X 2 2

obteniendo dos soluciones.
Solucién de la ecuacion esta

. » ) contenido en el conjunto
Por ultimo, debemos verificar que estas soluciones pertenezcan al

conjunto dominio de la ecuaciéon. Como el dominio de la ecuacion es
R —{-3,0,3}y las soluciones halladas pertenecen a él, podemos
concluir que el conjunto solucién de la ecuacion es

B
)42 42
1 Ejemplo: Hallemos los valores que hacen cierta la ecuacion
2 2
o =x—34——
b x—3 x +x—3

Solucién
El primer paso es determinar el dominio de la ecuacién. En este
caso es: R— {3}, ya que es facil ver que en 3 se anulan los

denominadores de la ecuacion.
Se resuelve ahora la ecuacion:

2 _ - 2
x—3_x x—3

Dominio de la ecuacion.

2 2

0=x—-3+
x x—3 x—3
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0=x-3

La solucién obtenida es x =3 . {Sera solucién de la ecuacion?
No, pues x=3no pertenece al conjunto dominio de la ecuacién. Entonces,
la ecuacién no tiene solucion, es decir, no hay ningun valor real que
verifique la igualdad dada. En este caso decimos que el conjunto
solucidn es vacio y lo expresamos de la siguiente forma: S = @ = { }.

1 Ejemplo: Determinemos el o los valores x que verifican
o x*+6x+9  3x+9

2x2—18 18— 6x

Solucion

Como antes, primero determinamos el dominio de la ecuacion,
que en este caso resulta ser el conjunto R — {—3,3}. (Como ejercicio
puedes verificarlo).

Resolvemos ahora la ecuacién. Una forma de hacerlo es
transformar convenientemente de manera conjunta los dos miembros:

x> +6Xx+9  3x+9
2x?-18  18-6x
(x+3)® _ 3(x+3)
2(x2-9)  6(3-X)
(x+3)®> (x+3)
2(x=3)(x+3)  2(3-X)
(x+3) _  (x+3)
2(x—3)  2(3-X)
(x+3)  (x+3)
2(x—3) 2(-3+X)
(x+3)  (x+3)
2(x—3) 2(x-3)
1=1

Observar que para realizar los pasos anteriores hemos tenido en cuenta
que x es distinto de -3. ;Donde lo hemos hecho?

Hemos transformado la ecuacion, obteniendo una igualdad. Esto nos dice
que cualquiera sea el valor de x obtendremos una igualdad, lo que nos
hace pensar que el conjunto soluciéon es R, pero como 3 y -3 no
pertenecen al dominio, el conjunto solucién es:

S=R-{-33}
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En los tres dltimos ejemplos hemos visto que la solucion de una
ecuacion puede ser un conjunto finito (nimero determinado de
soluciones), el conjunto vacio (no tiene solucién en R) o un conjunto

infinito (infinitas soluciones).
()

)

Actividades

1) Encuentra el Dominio y da la expresion irreducible para las

siguientes expresiones algebraicas

a) L2 9)
D) e M)
c) x23—4 i)
D e )
) =2 9
n F

x2+6x+9
2x2-18

x%49
x2—x—12

x2-3
x+3
—2X X 1

x2-9 = x+3

x—3

2) Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones. Expresa el

conjunto solucion y represéntalo en la recta real.

x-3

a)zﬁgl + x :Z—;——-l

b) Bx —1D(x+4)=2Bx—1)
c)(x+2)2—-10=4x+6

1
d);=8

e) 2x—4 — 7

X
f) 8(2x + 10) = 2(8x + 40)
g) 8(3x + 10) = 28x — 14 — 4x

x%+2x-8
) 4x+7
3x—-2
x+1

o 3X+1
) 2

j) (x + 2v10)(x — 2v10) = 9

Rta. S = {— g}

Rta. s = {-2,3}

Rta. s = {V12, —V12}
Rta. S = {%5}

Rta. S = {g}

Rta.S =R
Rta.S=0

Rta. S = {-3,5}

Rta. S = {@}
Rta.S = {—7,7}

Ceins ]
53)—
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Parte lll: Aplicaciones

1. Unidades de medida

Considerando que 1 metro es la milésima parte de un kildémetro,

Y por consiguiente
1m =0,001km =10"3km

(e)@ A partir de ello contesta:

£y
\8/
a) Si un decimetro (dm) representa la décima parte de un
metro(m), expresa 1 decimetro utilizando la unidad metro.

ldm =—m 0 equivalentemente 10-dm=1m

¢Como podrias expresar el decimetro utilizando una potencia de
diez para la unidad metro?

10dm =10—m

b) Si un centimetro (cm) representa la centésima parte de un
metro, expresa 1 centimetro utilizando la unidad metro.

lem =—m 0 equivalentemente 10-cm=1m

¢Como podrias expresar el centimetro utilizando una potencia
de diez para la unidad metro?

10cm = 10— m

¢) Si un milimetro (mm) representa la milésima parte de un
metro, expresa 1 milimetro utilizando la unidad metro.

1lmm =—m o equivalentemente 10-mm=1m

¢Como podrias expresar el milimetro utilizando una potencia de
diez para la unidad metro?

Imm = 10-m
d) Si un micréometro (um) representa la millonésima parte de un
metro, expresa 1 micrometro utilizando la unidad metro.

lyum =—m

¢Como podrias expresar el micrometro utilizando una potencia
de diez para la unidad metro?1um = 10—m

54)—
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* Siguiendo con este razonamiento es posible expresar:

Nanometro:
1
Inm—m=10""m
10° 3 .
En sintesis
) 1m = 10%cm
Armstrong: . = 103mm
1Am = —m = 10"m = 10°um
10 =10°nm
= 10°Am

En ciencias experimentales interesan generalmente los submultiplos del
metro porque los elementos con los que trabajan tienen dimensiones por
debajo del metro.

Para darnos una idea veamos en forma comparativa el tamafio de
distintos objetos.

Badlena

AT

; 1.1:1:1'5‘6 Colulas
sty
Coronlasta
Blacteriog,
. e

v Hurves b -

Lol Tl nescado

'n
Soquoya
Aramo
Lipidos i1

| 1 1 | | I ] l | | ]

0inm  Inm  10nm 100nm Tpm 0pm OYmm Tmm lem 1dm Tm 1{)m 100m

, Microscopiaelectranica I

L . Mlnrg@.ﬂ' I-E-ﬂlEII:B ..- 7

| i 1
<_ Oga humano >

Fig. 11.La figura muestra los tamafios relativos de distintos objetos (incluidos los seres
humanos) y los instrumentos necesarios para detectarlos.

En todos los casos nos estamos refiriendo a entidades
microscopicas o0 submicroscopicas. Es decir, no son observables a
simple vista.

Como se muestra en la Fig.12, las células de los animales
superiores tienen didmetros en el orden de decenas de micrones, en el
caso de las plantas hay células cuyo tamafo es de 100 um o mas. Los
tamanos de las células del organismo son variables, asi, por ejemplo, los
glébulos rojos o hematies miden 7 um, los hepatocitos 20 um, los
espermatozoides 53 um y los évulos 150 um. En las células vegetales los
granos de polen pueden llegar a medir de 200 a 300 um y algunos
huevos de aves pueden alcanzar entre 1 (codorniz) y 7 centimetros
(avestruz) de diametro. No olvidemos que los huevos son también
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unicelulares. Entre las células del hombre hay excepciones, las células
nerviosas pueden tener filamentos de hasta 1 m de longitud.

Las bacterias que pueden tener formas de esferas o bastones
miden entre 1 a 2 um.

El nanémetro es la unidad de longitud que equivale a una
milmillonésima parte de un metro. Se introdujo en 1951 y reemplazé al
milimicrén. Es utilizada comuinmente para medir la longitud de onda de la
radiacion ultravioleta, radiacion infrarroja y la luz. En el campo de la
biologia los virus tienen tamanos variables entre 24nm como el virus de
la fiebre aftosa hasta 300 nm como el virus de la viruela. Los ribosomas
que son corpusculos subcelulares miden 32 nm.

El Armstrong es una medida muy pequefia (0,0000000001 m)
que permite expresar las distancias que hay entre las distintas partes de
una molécula compleja cuando se muestra su estructura tridimensional.
El alcance del microscopio electrénico vade 0,1 A a 100 mm.

2. Razones y Proporciones

Razon

La razén es la relacion entre dos cantidades. Cuando éstos
tienen la misma unidad de medida, la razén es un cociente adimensional.

Una Razon es el cociente entre dos cantidades (con magnitudes
iguales o diferentes), que puede expresarse usando el formato de

fraccion:
a —  antecedente
b — consecuente

La razén entre

Ejemplo: Una particula recorre 45 m en 15 s.
o estas dos cantidades es
45m
— =3m/s.
15s

Esto puede interpretarse como que la particula recorre 3m en 1 seg.

Ejemplo: Un terreno rectangular tiene 12 m de frente y 48 m de
o fondo. La razon entre estas dos cantidades puede expresarse

como
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fraccion.
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pueden ser decimales,
incluso b puede ser
cero.
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48m . .
¢ S-= 4, que puede interpretarse como que la medida

del fondo es 4 veces la del frente, o

12m
48m

o = %, que puede interpretarse como que la medida

del fondo es 4 veces la del frente.

El hecho de que las razones se refieran a cantidades de magnitudes,
medibles cada una con sus respectivas unidades, implica las siguientes
diferencias con las fracciones:

e Las razones comparan entre si objetos que pueden ser
heterogéneos (que se miden con unidades diferentes).
Por ejemplo, 3 cuadernos por $145 se expresa como

3 cuadernos
$145

e Las fracciones, en cambio, se usan para comparar el
mismo tipo de objetos como “dos partes de tres”, lo que

se indica con
2

3

e Algunas razones no se representan con la notacion
fraccional. Por ejemplo, 10 litros por metro cuadrado. En
este caso no se necesita, ni se usa, la notaciéon de
fraccion para informar de la relacion entre dichas
cantidades.

e Las razones se pueden designar mediante simbolos
distintos de las fracciones. La razén 4 a 7 se puede
escribircomo 47,04 — 7.

e En las razones, el segundo componente puede ser cero.
En una bolsa de caramelos la razén de caramelos verdes
a rojos puede ser 10:0, si es que hay 10 rojos y ningun
verde (no se trata de hacer ninguna division por 0).

e Las razones no son siempre numeros racionales. Por
ejemplo, la razén de la longitud de una circunferencia a
su didmetro C/D es el numero n , que sabemos no es
racional. La razén entre el lado de un cuadrado de lado 1

y la longitud de la diagonal es
1

NGE
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Esta es una diferencia esencial entre “razén” y “fracciéon”, ya que las
fracciones son cociente de enteros.

(o)
f."\
= Actividades

1) En una solucion hay 5 | de alcohol y 15 | de agua. Calcula la
razon entre las dos cantidades e interpreta el significado.

2) En 30 cm? de cierto material hay una masa de 20 kg. Calcula
la razon entre las dos cantidades. ¢Qué indica este cociente?

3) En 5 kg de masa hay 5 g de leudante. Calcula la razén entre
las dos cantidades e interpreta el significado

4) En 7 | de cierta solucién hay 24.5 g de sustancia. Calcula la
razon entre estas cantidades e interpreta el significado.

5) El cobre reacciona con el cloro para formar dos compuestos
diferentes. El compuesto 1contiene 64.20g de cobre y 35.80g de cloro. El
compuesto 2 contiene 47.27g de cobre y52.73g de cloro. (Cual es la

relacion entre la masa de cobre y la masa de cloro para cada

compuesto?
Proporcion
Una proporcion puede definirse como la igualdad entre dos
razones. o
Se dice que a, b, cydforman unaproporciéonsi la razén °*
entre ay b es la misma que entre c y d, es decir Recordemos la  propiedad
fundamental de las
a_c¢ proporciones que establece
b d que:
Selee“aesabcomocesad 3=§<—>a.d=b.c

O’ Ejemplos

Los numeros 2, 5y 8, 20 forman una proporcion, ya que la razén

entre 2y 5 es la misma que la razon entre 8 y 20.
Es decir 2 = — porque 2.20 =5.8
5 20
La razén de chicos a chicas en una clase es de 2 a 3. Hay 12

chicos jcuantas chicas hay?
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Solucion: Como en la clase se mantiene la proporcion

2 12 12 -3 .
planteamos 3= X=— = 18 chicas

Kl Actividades

1) Resuelve planteando la proporcion.
a) La sucrosa es 51.50% de oxigeno. ;Cuantos gramos de
oxigeno hay en 20 gramos de sucrosa?

b) Un mol de cierto gas ocupa 22, 4 litros. ;Cuantos litros
ocupan 107,19 moles?

2) Responde.

a) Sabiendo que por cada 1000000 um se tiene 100 cm ;A
cuantos cm equivalen 30 um?

b) Utilizando una relacion conocida entre milimetros (mm) y
Armstrong (A) ;Cuantos Armstrong (A) mide un virus cuyo
cuerpo mide 50 mm?

c) Utilizando una relacion conocida entre milimetros (mm) y
nanémetros (nm) ;Cudntos milimetros mide el virus de la
fiebre aftosa que tiene un tamano de 24 nm? ;Y el virus de
la viruela que mide 300 nm?.

Escala

Desde la Real Academia Espanola (RAE) se define la escala de la
siguiente manera:

1. sucesiéon ordenada de valores distintos de una misma
cualidad. Escala de colores, de dureza

2. linea recta dividida en partes iguales que representan metros,
kilbmetros, leguas, etc, y sirve de medida para dibujar
proporcionadamente en un mapa o plano las distancias y dimensiones
de un terreno, edificio, maquina u otro objeto, y para averiguar sobre el
plano las medidas reales de lo dibujado.

3. tamano de un mapa, plano, disefo, etc., segun la escala a que
se ajusta.

4. f. Fis. Graduacion empleada en diversos instrumentos para
medir una magnitud.

)<
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Desde el punto de vista matematico la Escala es la relaciéon que
existe entre la realidad y el dibujo que de ella se hace sobre el plano,
es decir, se escriben en forma de razén donde el antecedente indica
el valor del plano y el consecuente el valor de la realidad.

En Geologia, considerando que todo trabajo de campo debe ser
representado fielmente en planos, mapas o cartas, el concepto de escala
como la relaciéon que existe entre una distancia medida en el mapa y la
correspondiente en el terreno, es de gran importancia.

La escala puede representarse:

° Numéricamente:

Ejemplo:
o Si 1 cm en el mapa equivale a 50.000 cm en el terreno se

expresa mediante la relacién 1:50.000.

La escala puede ser cualquiera, pero para mayor comodidad
suele convenirse que el primer nimero de la relacion sea siempre 1 (uno)
y represente el valor correspondiente al mapa, mientras que el segundo
represente las correspondientes distancias en el terreno.

Las escalas mas usadas en geologia son: 1:2.500; 1:5.000;
1:10.000; 1:25.000; 1:50.000.

° Graficamente: puede ser Ordinaria o Transversal. La primera
consiste en un segmento subdividido en partes, cada una de las
cuales representa cierta longitud en el terreno.

Ejemplo:
o (I) 1(?0 2(]JO 3(|JO 4(|)0 5{|)Om 0 &0 100 150 200 250 km

En Quimica la escala se define en relacion a temperatura, y otros
fenémenos quimicos.

Para medir temperaturas, se utilizan comunmente en estudios
cientificos tres escalas: Celsius, Kelvin y Fahrenheit.

En el diccionario de Quimica Fisica, escrito por J.M. Costa se
define: Escala Celsius; (Celsius scale; échelle Celsius; Celsius-Skala; escala
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Celsius) Escala de temperaturas basada en la temperatura
termodinamica -273.15K, que viene expresada en °C.

La escala Celsius es la escala de temperatura cotidiana en la
mayoria de los paises, y se basa en la asignacion de 00 al punto de
congelacion del agua y 100° al punto de ebulliciéon de la misma, en el nivel
del mar.

Histéricamente la escala de temperatura Kelvin se basa en las
propiedades de los gases. El cero en esta escala es la temperatura mas
baja que puede alcanzarse -273.15°C (cero absoluto). Ambas escalas,
Celsius y Kelvin, tienen unidades del mismo tamano (un Kelvin tiene el
mismo tamafo que un grado Celsius).

K=°C+273.15

El punto de congelaciéon del agua en la escala de Kelvin es
273.15 K.

La escala utilizada en Estados Unidos es la escala Fahrenheit.
En ésta el agua se congela a 32°F y hierve a 212°F.

Su relacién con la escala de Celsius es:  °C=5/9 (°F - 32)

Actividad (para alumnos de Geologia)

Resuelve los siguientes problemas:

1) Se dispone de una carta a escala 1:25.000. Sobre ella se
ha medido una longitud de 18 mm ¢Qué longitud representa
en el terreno? Exprese el resultado en metros, kildmetros,
milimetros, pulgadas y pies.

2) Para representar un terreno se dispone de una hoja A4
(297 x 210 mm), con 3 cm de margen izquierdo. La porcién
de terreno a representar es de forma rectangular y tiene 400
m x 300 m. ;Qué escala usarias?

3) La distancia en el terreno entre dos puntos A y B es de
3150 m ;A qué distancia se hallaran en su representacién en
una carta 1:5.0007?

4) ¢{Qué distancia, medida en Km, representan 2 cm en cartas
en escala 1:250.000; 1:300.000; 1:1.250.000; 3:1; 1:5;
1:5.000.000; 1:125; 1:100.

5) ¢Qué longitud tiene en el terreno un segmento de camino
que mide 70 cm en una carta 1:50.000?
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6) Dos puntos Ay B, que estan en el terreno a 22,5 km, distan
45 cm en la carta. ;Cudl es la escala en la carta?

7) Dos puntos Ay B que en el mapa estan a 54 cm, distan 29
km en el terreno. ;Cudl es la escala de la carta?

8) Se dispone de una carta escala 1:125.000 y sobre ella se
ha medido una distancia de 6 mm. ;Cuantos m representa en
el terreno?

9) Dos puntos L y M estan en el mapa a 50 mm y en el
terreno a 500 Km. ¢Cudl es la escala del mismo?

10) El siguiente segmento representa 1200 km. ;En qué
escala esta dibujado?

11) ¢En qué plano se puede ver con mas detalle, en uno de

escala 1:1.000 o en otro cuya escala es 1:1.000.000?
€Volver

li

(o)
@ Actividad (para alumnos de Quimica)

a) Expresar las siguientes temperaturas en grados centigrados 6
Kelvin segun corresponda:

i. 356°C:

ii. 38K:

iii. -36°C

iv. 176K:

v. 25°C:

b) La temperatura del nitrégeno liquido es de 77 K. ;A cuantos
grados centigrados equivale?

c) ¢Qué temperatura es mas baja: 146 K 6 -73 °C?
d) El termémetro de mercurio de un médico esta mal calibrado

ya que indica erréneamente un valor de -2°C para el punto de congelacién
del agua y 108 °C para el punto de ebullicion del agua.
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Calibracion “Calibracién
incorrecta correcta
™ ~\
~108°C ~100°C
he2'C Fo'c
U @)

Fig. 12. Calibraciones

i) ¢Cual sera la temperatura centigrada verdadera cuando
este termémetro indica que un paciente tiene una fiebre de
40 °C?

i) ¢Cudl serd la unica temperatura para la cual el
termoémetro indica un valor correcto?

e) Convertir las siguientes cantidades
i) 100°F a grados centigrados
ii) 340 grados Fahrenheit a centigrados.
iif) 100°C a grados Fahrenheit
iv) 360°C a grados Fahrenheit
v) 100°C a grados Kelvin
vi) 90°C a grados Kelvin
vii) 50 grados Kelvin a grados Centigrados
viii) 300°F a grados Kelvin
ix) 200 grados Kelvin a grados Fahrenheit

3. Densidad

El concepto de densidad es de mucha importancia en los
campos de Quimica y Fisica.
La densidad (d) es la relacion (razon) entre Masa (m) y Volumen
(v) de una sustancia
m
d=—
v
En el Sistema Internacional la unidad mas usual es el kilogramo
por metro cubico (kg/m?), aunque frecuentemente también se expresa en
gramos por centimetro cubico (g/cm®). Para los gases suele usarse el
gramo por decimetro cubico (g/dm?) o el gramo por litro (g/1).

La densidad es una propiedad intensiva ya que no varia con la
cantidad de sustancia. Por ejemplo, la densidad del agua es de Tkg/I. Si
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se tiene 10 gramos o0 200 gramos de agua el valor de la densidad es el
mismo ya que al aumentar la masa también aumentara el volumen y al
hacer la divisién entre masa y volumen obtendremos el mismo valor de
densidad.

La densidad también es un nexo muy importante para
transformar masa a volumen o viceversa.

Si la densidad del agua es 1kg/Il, expresarla en g/dm?, g/cm? y g/I.

¢Qué volumen necesitamos para tener 30 gramos de acido sulfurico,
si su densidad es 1,84 g/cm®?

De esta manera medimos el volumen encontrado con una pipeta
y tendremos la masa que nos habian pedido al inicio.

De la misma manera si nos pidieran cierto volumen de un soélido
lo podriamos calcular con la densidad, ya que fijados la densidad y el
volumen pesamos el sélido, lo cual es mas facil que medir su volumen.

¢Qué volumen ocupara una masa de 608 g de aluminio si su
densidad es d=2,7 g/cm?3?

¢Qué masa tendra un cubo de 0,1 m de lado hecho de corcho, si su
densidad es d=0,14 g/cm*®?

€\Volver I

4. Ecuacion general de los gases (alumnos de
Quimica)

Un gas ideal es aquél donde todas las colisiones entre atomos o
moléculas son perfectamente elasticas, y en el que no hay fuerzas
atractivas intermoleculares. Se puede visualizar como una coleccion de
esferas perfectamente rigidas que chocan unas con otras, pero sin
interaccion entre ellas.
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Este gas se caracteriza por tres variables de estado: la presion
absoluta (P), el volumen (V), y la temperatura absoluta (T).
La ecuacion que describe normalmente la relacion entre ellas es:
PV = nRT
donde n es el niumero de moles, R es la constante universal de

LAtm
mol.k

los gases (R = 0,082 ) y T es la temperatura absoluta (en Kelvins).

Si en la ecuacién que describe el gas ideal se fijan el volumen Vy el
numero de moles n, despejar la presiéon P e indicar en funcién de qué
variable se expresa.

El mol (simbolo: mol) es la unidad con que se mide la cantidad
de sustancia, una de las siete magnitudes fisicas fundamentales
del Sistema Internacional de Unidades.

Dada cualquier sustancia (elemento o compuesto quimico) vy
considerando a la vez un cierto tipo de entidades elementales que la
componen, se define como un mol a la cantidad de esa sustancia que
contiene tantas entidades elementales del tipo considerado, como
atomos hay en 12 gramos de carbono-12.

Esta definicion no aclara a qué se refiere cantidad de
sustanciay su interpretacion es motivo de debates, aunque normalmente
se da por hecho que se refiere al nimero de entidades, como parece
confirmar la propuesta de que a partir del 2011 la definicién se basa
directamente en el nimero de Avogadro (de modo similar a como se
define el metro a partir de la velocidad de la luz).

El nimero de unidades elementales (dtomos, moléculas, iones,
electrones, radicales u otras particulas o grupos especificos de estas)
existentes en un mol de sustancia es, por definicion, una constante que
no depende del material ni del tipo de particula considerado. Esta
cantidad es llamada nimero de Avogadro (NA)y equivale a: 6,023.10%3
unidades elementales.

Un mol de un gas ideal ocupard un volumen de 22,4 | a TPE
(temperatura y presion estandares, 0°Cy 1Atm de presion).
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Ejemplo: Un recipiente cerrado de 21 contiene oxigeno a 200°C a
o 2Atm.

Calcula (sabiendo que el peso atémico del oxigeno es 16),
Los gramos de oxigeno contenidos en el recipiente.
Las moléculas de oxigeno presentes en el recipiente.

Solucion:
Aplicando la ecuacién general de los gases, PV = nRT, tenemos

24tm .21 = n.0,082 jnffl’:‘{ 473K (200°C - 473K)
Entonces
2A4tm .21 0.1 )
n= = U, 1 mo
0,082 XA 473K
mol.k

Si lo planteamos como proporcion

32gde0,  «x
1mol 0,1 mol

32 g de0, .0,1 1
Luego x = 52gde0; 91mol 3,2 g

1 mol

Usando el NA'y planteando una proporcion,

6,023.1023 moléculas deO, 3 x
1 mol deO, ~ 0,1 mol de0,

Luego

6,023 1023 moléculas deO, . 0,1 mol deO,
- 1 mol deO,

= 6,023.10%3moléculas de0,

X
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1) Tenemos 4,88 g de un gas cuya naturaleza es SO, o SOs. Para resolver la
duda lo introducimos en un recipiente de 1! y observamos que la presion
que ejerce a 27°C es 1,4 Atm. ;De qué gas se trata?

2) Un mol de gas ocupa 251 y su densidad es 1,25 g/l a una temperatura
y presion determinadas. Calcula la densidad del gas a condiciones
normales.

3) Un recipiente contiene 100 [ de O, y su densidad es 20°C. Calcula
la presion de O,, sabiendo que su masa es de 3,43 kg.
El volumen que ocupara esa cantidad de gas en condiciones normales.

@ ..
\ Actividades
1) Calcula el nimero de moles presentes en cada uno de los
siguientes casos:
i. 18 gr. agua;
ii. 9,8grdeH,S0,

2) En un recipiente se tienen 1,41 x 10%* moléculas de agua.
Indica:

a) el nimero de moles de agua.

b) la masa total de agua.

3) 0,75 moles de un gas inicialmente en condiciones estandar de
presion y temperatura, se llevan a una presion de 500 mm de Hg y a una
temperatura de 150°C. Calcula el volumen ocupado por el gas en esas
condiciones.

<o
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5. Trigonometria (alumnos de Geologia)

Triangulos rectanqulos

Los elementos utilizados en la resolucién de triangulos rectangulos son:

Hipotenusa:A
Cateto: C

90°

o Cateto: B Y

Para resolver completamente un tridngulo rectangulo basta tener como
datos:

a. unladoy un angulo (no recto), o

b. doslados.

La o las herramientas matematicas que utilizamos dependen de
los datos que tengamos.

Ellas son:

1) El principio de que la suma de los angulos de un triangulo es 180°:
Se utiliza para calcular la medida de un angulo cuando se conoce
la medida de los otros dos.

2) Elteorema de Pitagoras.

Se utiliza para calcular la medida de un lado cuando se conoce la

medida de los otros dos.

3) Lasrazones trigonométricas
Relacionan medidas de angulos y lados de un triangulo
rectangulo.

Las razones trigonométricas mas usadas son:
cateto opuesto

seng =
A4 hipotenusa
cateto abyacente
cos ¢ =
¢ hipotenusa
cateto opuesto
tgp =

~ cateto adyacente
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“Resolver un triangulo”
significa determinar el
valor de todos sus lados y
todos sus angulos.

o—

Teorema de Pitagoras.

En todo triangulo
rectangulo el cuadrado de
la hipotenusa es igual a la
suma de los cuadrados de
los catetos.

Si un triangulo rectangulo
tiene catetos de
longitudes ByC,yla
medida de

la hipotenusa es A, se
establece que:

A*=B?+C?
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Donde ¢ es cualquiera de los angulos agudos del triangulo.

Para el triangulo graficado:

senﬁ=Z=cosy
cos f =—=seny
B
tgf= =
C
tgy =3

Actividad 2: Resolver los siguientes problemas:

1) Un arbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga.
Encontrar el angulo de elevacion del sol en ese momento.

2) Un avion que esta volando a 800 m de altura, distingue un pueblo con
un angulo de vision de 12°. ;A qué distancia del pueblo se halla?

3) Obtener la longitud de una escalera apoyada en una pared de 4,33 m
de altura que forma un angulo de 60°con respecto al piso.

4) Uno de los catetos de un tridngulo rectangulo mide 4,8 cm y el angulo
opuesto a este cateto mide 54°. Encontrar la medida del resto de los
lados y de los angulos del triangulo.

5) Necesitamos conocer la altura de una colina. Si inscribimos el paisaje
en un tridngulo rectangulo, la hipotenusa (distancia en linea recta desde
nuestra posicion a la cima) mide 150 m y la distancia desde nuestra
posicion a la proyeccion horizontal de su punto mas alto mide 120 m.
Calcular la altura y la medida de los angulos del triangulo rectangulo.

6) Desde lo alto de un acantilado de 45m de altura, los angulos de vision
de dos botes que estan en el mar, en la direccion Norte del observador,
son de 30°y 15° respectivamente. Determinar la distancia que separa los
botes.

7) El angulo de elevaciéon del punto mas alto de una barranca a una
distancia de 90 m es de 30°. Calcular su altura.

8) Determinar el angulo de elevacion del sol cuando la sombra de un
poste de 6 m de altura es de 1,732 m de largo.

9) A una distancia de 25,98 m del pie de una torre, el angulo de elevacion
de su cuspide es de 30°. Determinar la altura de la torre y la distancia del
observador a la cuspide.
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En todos los casos, es
conveniente elaborar un
croquis que represente la
situaciéon planteada, con
los datos y las incognitas.

69)—




Mddulo de Matematica/ Geologia y Quimica

i
@ Bibliografia

Chorny, F; Casares, P; Salpeter, C.; Legorburu, N. (coord),
Schaposchnik, R. (coord). Huellas Matematica 4. Editorial
Estrada.

Chorny, F; Salpeter, C; Casares, P; Maijic, E. Legorburu, N. (coord),
Schaposchnik, R. (coord). Huellas Matematica 5. Editorial
Estrada.

De Simone, Turner. Matematica: funciones y estadisticas. A-Z Editora.
Serie Plata.

Effenberger, P. (2012). Matematica 4. Kapelusz Editora S.A.

Godino, J. D. y Batanero, C. Proporcionalidad y su didactica para
maestros. (2003) (Documentos recuperables
en, http://www.ugr.es/local/jgodino/)

Schaposchnik, R.(coord.); Abdala, C; Garaventa, L.;Legorbury,
N.; Turano, C. Nueva Carpeta de Matematica 1- IV. Aique
Grupo Editor S.A.

Schaposchnik, R. (coord.); Abdala, C; Real, M.; Turano, C. Nueva
Carpeta de Matematica 2- V. Aique Grupo Editor S.A.

Sobel M. y Lerner N. (1998). Precalculo. Quinta Edicién. Prentice Hall
Hispanoamericana. S.A. México.

Stewart, J.;Redlin, L.;Watson, S. (2012). PRECALCULO. Mateméaticas
para el Calculo.1SBN: 978-0-8400-6807-1. Australia: Cengage
Learning. 6ta Edicion.

Sullivan, M. (1997). PRECALCULO. México: Prentice Hall. 1a ed.

Material de ingreso a carreras de Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas
y Naturales elaborados por:

Magallanes, A.; Zon, N. Ingreso Biologia y Microbiologia (2015).

Buffarini, F.; Barberis, P.; Denner, C.; Herrera M.l.; Magallanes, A.; Moschetti, E.;
Palacio, G.; Picco, M; Rosso, A.; Zon, N. Navarro, V (2016).

Palacio, G.; Alturria Lanzardo, C.; Buri, L. (2017)

€Volver I 70 ’—

)<
. IH[: Facultad de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales
-

6t


http://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/manual/3_Proporcionalidad.pdf
http://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/manual/3_Proporcionalidad.pdf
http://www.ugr.es/local/jgodino/
http://www.aique.com.ar/autores/ruth-schaposchnik-0
http://www.aique.com.ar/autores/carlos-abdala
http://www.aique.com.ar/autores/luis-garaventa
http://www.aique.com.ar/autores/nora-legorburu
http://www.aique.com.ar/autores/claudio-turano
http://www.aique.com.ar/autores/ruth-schaposchnik-0
http://www.aique.com.ar/autores/carlos-abdala
http://juanfilloy.bib.unrc.edu.ar/consulta/consultaautor.html?isdoc=true&termino=Stewart,%20James&bases=a:4:%7Bi:0;s:5:%22libro%22;i:1;s:5:%22tesis%22;i:2;s:5:%22trafi%22;i:3;s:4:%22unrc%22;%7D
http://juanfilloy.bib.unrc.edu.ar/consulta/consultaautor.html?isdoc=true&termino=Redlin,%20Lothar&bases=a:4:%7Bi:0;s:5:%22libro%22;i:1;s:5:%22tesis%22;i:2;s:5:%22trafi%22;i:3;s:4:%22unrc%22;%7D
http://juanfilloy.bib.unrc.edu.ar/consulta/consultaautor.html?isdoc=true&termino=Watson,%20Saleem&bases=a:4:%7Bi:0;s:5:%22libro%22;i:1;s:5:%22tesis%22;i:2;s:5:%22trafi%22;i:3;s:4:%22unrc%22;%7D

	1: portada
	2: caratula
	Página 3
	A los estudiantes
	Parte I: Lenguajes matemáticos - conjuntos numéricos
	1. Lenguajes matemáticos
	2. Conjuntos numéricos
	Relación entre expresiones fraccionarias y decimales
	Propiedades de las Operaciones entre los números reales
	Otras propiedades
	Intervalos
	Actividades
	Notación científica
	Cierre: ¿A qué se llama notación científica?


	Parte II: Expresiones algebraicas y ecuaciones
	1. Expresiones algebraicas
	Expresiones Algebraicas Equivalentes
	Multiplicación y división de expresiones racionales
	Suma y resta de expresiones racionales

	2. Ecuaciones
	Ecuaciones lineales
	Ecuaciones cuadráticas
	Otro tipo de ecuaciones
	Actividades


	Parte III: Aplicaciones
	1. Unidades de medida
	2. Razones y Proporciones
	Razón
	Actividades
	Proporción
	Escala
	Actividad (para alumnos de Geología)
	Actividad (para alumnos de Química)

	3. Densidad
	4. Ecuación general de los gases (alumnos de Química)
	Actividades

	5.  Trigonometría (alumnos de Geología)
	Triángulos rectángulos

	Bibliografía

